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   مقدمه ریاضی-١
   ميادین اسکالر و ميادین برداری١-١
   خواص ميادین برداری١-٢
  )Flex( شار ١-٢-١
  شار از سطوح باز و بسته١-٢-٢
   طرح یک مسأله برای درک مفهوم شار١-٢-٣
  )circulation( گردش ١-٢-۴
   فرم انتگرالی معادلات ماکسول١-٣

  ١قانون شمارۀ   
  ٢قانون شمارۀ   
  ٣قانون شمارۀ   
   ۴قانون شمارۀ   

   گرادیان– مشتقات ميادین ١-۴
   گرادیان١-۴-١
  ان  نکاتی در مورد گرادی١-۴-٢
∇)operator( عملگر ١-۵

r
  و عمليات با آن

   دیورژانس١-۵-١
   کرل١-۵-٢
   فرم دیفرانسيلی معادلات ماکسول١-۶
   سيستم مختصات متعامد١-٧
   مختصات کارتزین١-٧-١
  ای مختصات استوانه ١-٧-٢
   مختصات کروی١-٧-٣
   مثالها١-٨
  
  
   مقدمه ریاضی-١

 استخراج معادلات ماکسول به فرم IIيزیک پایه هدف ما در درس ف  
برای درک این معادلات نياز به ابزار ریاضی داریم که در این . ایست انتگرالی

فرم انتگرالی معادلات ماکسول روابطی بين . قسمت به آنها خواهيم پرداخت
لذا کار خود را با توصيفی از ميادین . شار و گردش ميادین برداری هستند

  .نمائيم و برداری آغاز میاسکالر 
  
   ميادین اسکالر و ميادین برداری١-١
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ترین  ساده. ایست که به موقعيت در فضا بيتگی دارد ميدان کميتی  
ميدان اسکالر با یک عدد در هر نقطه از . ميدان در فيزیک ميدان اسکالر است

به . تواد تابعی از زمان باشد البته در حالت کلی می. شود فضا مشخص می
Tتوان دمای یک ج عنوان مثال برای ميادین اسکالر می r چگالی ،

و یا پتانسيل الکترواستاتيکحجم
)سم ), tr

( ),r tρ r( ),r tϕ  بردار .را در نظر گرفتrیی
موقعيت است که به صور

rr

)ت ), ,r x y z=
r تعریف می شود و tزمان است .  

ميدان برداری، این نوع ميدان به هر نقطه از فضا یک بردار نسبت می   
، ميدان الکتریکی یک بار بطور مثال حرکت یک سيال با سرع. دهد
ائ نقطه

)ت  ),v r tr r

( ), Eی  r t
r r( ),B r t

r r را می ان جریو یا ميدان مغناطيسی یک سيم حامل
  .توان در نظر گرفت

توان از بردارهائی در هر نقطه استفاده  برای تجسم ميادین برداری می  
توان با خطوط  توان به صورت یا می بطور مثال حرکت یک سيال را می. نمود

مماس بر بردارهای فوق ميدان برداری را معرفی نمود به طوری که چگالی 
ميدان در طرف . وط بر واحد سطح متناسب است با شدت ميدان برداریخط

  .تر از ميدان در طرف راست شکل است چپ قوی
  ائی ميدان الکتریکی حاصل از یک بار نقطه

  Iميدان مغناطيسی حاصل از یک سيم حامل جریان 
  
   خواص ميادین برداری١-٢

( ),F r t
r r نمایش داده شود، در حالت اگر ميدان برداری را به طور کلی با  

)استاتيک به صورت  )F r
r rدو کميت را . فقط تابعی از بردار موقعيت ست

  .توان به هر ميدان برداری نسبت داد می
  )Flex( شار -١
  )Circulation( گردش -٢
  
  )Flex( شار ١-٢-١

را در نظر برای درک مفهوم شار ميدان برداری سرعت یک سيال   
  .فرض کنيد که این ميدان یکنواخت و مستقل از زمان است. بگيرید
گذرد   بر واحد زمان میsخواهيم مقدار خالص سيالی که از سطح فرضی  می

   چه مقدار است؟sبه عبارت دیگر شار سرعت از سطح . را به دست آوریم
( )F q E v B= + ×

r r rr  

vϕr واحد SIدر دستگاه   .برابر است با متر مکعب بر ثانيه

  :فرضيات در این مسأله عبارتند از
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a- سطح sمسطح است .  
b- ميدان برداری vrیکنواخت و مستقل از زمان است .  
c-بر سطح  بردار sعمود است .  vr

F
تر درآورد یعنی شار ميدان برداری   لت کلیبرای اینکه بتوان مسأله را به حا

r
از هر سطحی بدون هيچيک از فرضيات محدود کنندۀ فوق باید ابتدا سطح 

 مشاهده نمودیم Iهمانطور که در فيزیک . را به صورت کميت برداری درآوریم
A مقدار حاصلضرب خارجی دو بردار B×

r r
رابر است با مساحت  ب

از ABSinθالاضلاعی که این دو بردار اضلاع مجاور آن هستند یعنی  متوازی
ناميم و   میطرفی حاصلضرب خارجی دو بردار یک بردار است که ما آن را 

ای  آید و عمود است به صفحه جهت آن از قاعدۀ دست راست به دست می
که از دو بردار 

r
 و 

C
r

AB
r

  .شود  ساخته می
دهيد و   قرار میوقتی انگشتان دست راست خود را در جهت بردار   

از طرف زاویۀ بين دو بردار یعنی 
A
r

θ آورید، شست دست   می به طرف
Cراست جهت بردار 

B
r

r
 نشان  مود بر سطح را با یکهبردار . دهد را می

  دهيم و طبق تعریف  می
n̂

ˆ Cn
C

=
r

r  

 صورت ای برای این باشد که هر سطحی را به تواند انگيزه لذا این مثال می
  بردار درآورد

ˆs s=
r  n

شار .  بردار یکۀ عمود به سطح برابر مساحت سطح مسطح و sکه در آن 
  توان به صورت زیر نوشت  را میsسرعت از سطح 

n̂

ˆ. .v s v sn v svϕ = = =r
r r r

sr
  

sr به صفحه  بچرخانيم، صفحه γ زاویهه اندازۀ  را مطابق شکل بگر صفحه 

s′rعمود به سطح یکهبردار . شود تبدیل می s′r زاویۀ با  یعنی n̂′n̂γسازد  می.  
s′r    برابر است باشار گذرنده از صفحه 

ˆ ˆ ˆ. . .v v s v n s vn n s vCos sϕ γ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= = = =r
r r r

vr

s

)  ١-١(  
از سطح شار سرعت ) ١. (توان به دو طریق تفسير نمود را می) ١-١(رابطۀ 

′r عمودی سرعت مؤلفهاست با  برابر vr روی سطح) v s′Cosγ ( ضربدر
′sشار سرعت) ٢ ( از سطحvrمساحت سطح  s′ت برابر است با مقدار سرع

v روی سطح  ضربدر تصویر سطح sیعنی )s Cosγ′.(  s′
  یعنی. شوند بهر حال هر دو متغير به یک نتيجه منجر می

v v
svCos vs

Cos
ϕ γ ϕ

γ
′ = = =r r  
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s′r   .برابرند وsr از سطح vrیعنی شار سرعت 
sr شار گذرنده از این .  به صورت یک سطح منحنی درآیدحال اگر صفحه  

  صفحه چگونه محاسبه خواهد شد؟
توان یک بردار یکۀ منحصر به فرد نسبت داد   نمیsاز آنجا که به سطح   

dsلذا مجبور به تعریف المان سطح 
uur

n̂
ˆds nds=

ایست بسيار کوچک  هستيم و آن سطحی
به طوری که در همسایگی یک نقطه روی سطح بتوان آن را مسطح فرض 

  مشخص نمودنمود و بتوان آن را با یک بردار یکۀ 
uur

ds
  

uur
vdϕrطبق تعریف، شار سرعت از است با  برابر  که برابر است با

ˆ.vd v nϕ =r
r  ds

srشار کل از سطح    برابر است با
ˆ.v

s

v ndsϕ = ∫r
r)   ١-٢(  

    
 

  . گرفته می شودsانتگرال روی سطح 
  
  : شار از سطوح باز و بسته١-٢- ٢
a-گر سطح  شار سطوح بسته، اs یک سطح بسته باشد یعنی دارای حجم 

n̂  . هميشه به طرف خارج حجم خواهد بودباشد جهت مثبت 
n̂

ˆ. .
s s

F ds F nds F⊥= =∫ ∫ ∫

شار .  روی سطح بستگی داردds به موقعيت شود که جهت  مشاهده می
  گذرنده از چنين سطحی را با
ds

uurr r
� � �

F

  

دایرۀ روی علامت انترال یعنی انتگرل روی یک سطح بسته . دهند نمایش می
F مؤلفۀ عمودی بردار ⊥. شود گرفته می

r
 روی سطح بسته 

r
F  .باشد  می

n̂

n̂

ˆ. .

b-شار سطوح باز   
 بستگی به  جهت مثبت  یک سطح باز باشد مانند یک دیسکsاگر   

با استفاده از قاعدۀ . شود جهتی دارد که پيرامون این سطح پيموده می
دست راست اگر انگشتان دست راست در جهت چرخيدن حول پيرامون 

  .دهد  را بما میسطح باشد شست دست راست جهت مثبت 
  :چنين سطوحی برابر است باشار گذرنده از   

F ds F nds=∫ ∫
uurr

  

 به هر شکلی که باشد در ميدان srپس بطور کلی شار گذرنده از سطح 
F  شود  به صورت زیر تعریف میبرداری دلخواه 

r

سطح
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ˆ. .F
s s s

F ds F nds F dϕ ⊥= = = s∫ ∫ ∫r

uurr r
  

  
F⊥مؤلفۀ عمودیF

r
 المان سطح در آن dsباشد و   در هر نقطه میsبر سطح 

توانيم شار ميدان الکتریکی و شار ميدان  در اینجا می. نقطه است
مفهوم شار در اینجا به شکل انتزاعی از مفهوم . مغناطيسی را تعریف کنيم

ت دیگر در حالت شار الکتریکی و به عبار. شار سرعت استخراج شده است
شود ولی از لحاظ مفهومی  شار مغناظيسی شار سرعت جرمی منتقل نمی

  .باشد دارای شرایط یکسانی با شار سرعت می

سطح سطح سطح

ˆ. .E
s s s

E ds E nds E dsϕ ⊥= = =∫ ∫ ∫r

uur uurr r

ˆ. .B
s s s

)    ١-٣(  

  
 

سطحسطح سطح

B ds B nds B dsϕ ⊥= = =∫ ∫ ∫
uur uurr r

B

)    ۴-١(  

  
ϕشار الکتریکی و  rار مغناطيسی گذرنده از سطح شsباشند  می.  

سطح سطح سطح

  
  . این مسأله برای درک مفهوم شار طراحی شده است١-٢-٣

vr .  مطابق شکل در جریان استb و aائی به ابعاد   از لوله آب با سرعت -الف
  ست؟حجم بر ثانيه چه مقدار ا= ϕآهنگ جمع شدن در سطل 

تغييری ϕ اگر سطح مقطع لوله را مطابق شکل قطع نمائيم مسلماً در-ب
  . نمائيدθ و زاویۀ′b و a را بر حسب ϕحاصل نخواهد شد 

نيز و سرعت را به فرم جمع جورتری بر حسب بردار سطح ϕ فرمول -ج
  توان نوشت می

srvr

نقطه به نقطه ) از لحاظ مقدار یا جهت( چه اتفاقی خواهد افتاد اگر سرعت -د
. تغيير کند و انتهای لوله نيز مطابق شکل به شکل دلخواهی برش داده شود

  .چگونه محاسبه خواهد شدϕاین حالت کلی در 
  
  (Circulation) گردش ١-٢- ۴

Fگردش ميدان برداری   
r

   برابرا ست با c حول هر منحنی بستۀ 
.

c c

F dl F dΓ = = l∫ ∫ �

uurr
� �

∫�dl
uur

F�
F

  

  و c المان طول منحنی ، cته  یعنی انتگرال روی منحنی بسعلامت

مؤلفۀ مماسی 
r

  .باشد  در هر نقطه میcروی منحنی 
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   فرم انتگرالی معادلات ماکسول١- ٣

بطور کلی قوانين الکترومغناطيسی روابطی بين شار و گردش ميادین   
  .و مغناطيسی هستندالکتریکی 

  :١قانون شمارۀ 
Eشار گذرنده 

r
  )١-۵                     (  =از هر سطح بسته 

بار خال

     

 ضریب εo. بت 
 بر حسب نيوتن 

)۶-١(  

دان ه برای مي

١-٧(  

ن الکتریکی از 

. د معروف است

 

   
ص 
                                                                           εo

. qE ds
ε

=∫
o

uurr
�  

یک مقدار ثا εo بار خالص داخل سطح و q رابطه فوق در
، که در آن نيز وSIبر حسب یکاهای . گذردهی خلأ نام دارد

)N( فاصله بر حسب ،)m ( و بار بر حسب کولن)C (است.  
2

12
28.85 10

.
C

N m
ε −= ×o

E

  

  :٢ون شمارۀ قان
  C با منحنی لبه sبرای هر سطح باز 

B
r

گردش 
r

s (d گذرنده از شار = (Cحول لبه 
dt

    

. .
c s

dE dl B ds
dt

=∫ ∫
uur urur r

�

B

B

  

توان قوانين الکترومغناطيس را با دو قانون مشاب می
مغناطيسی

r
  .  کامل کرد

  :٣قانون شمارۀ 
شار 

r
o            (=  گذرنده از هر سطح بسته

.B ds =∫
uurr

  o�

B
r

E

  :۴قانون شمارۀ 
   داریمC با منحنی لبه sبرای هر سطح 

شار ) = (Cحول گردش(
r

s (d از سطح 
dt

εo) + شار جریا

  )١-٨   s.(µ)سطح 

. E

dB dl I
dt

µ ε ϕ⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ r

o o

uurr
�  

ه تراوایی فضای آزایک عدد ثابت است که بµoدر رابطۀ فوق 
  SIدر یکاهای 
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7
24 10 N

Aµ π −= ×o  

  : ١نکته 
همراه با معادلۀ نيروی وارد به یک ذره در ) ١-٨(الی ) ١-۵(معادلات   

  ميادین الکتریکی و مغناطيسی
( )F q E v B= + ×

r r rr  

F
r
  .شود نيروی فورتس ناميده می. به قوانين الکترودیناميک معروفند

  :٢نکته
در حالت استاتيک وقتی ميادین مستقل از زمان هستند چهار معادله   

فوق به دو مجموعه معادله مجزا از هم برای ميدان الکتریکی و مغناطيسی 
  .شوند تبدیل می

  
  معادلات الکترواستاتيک 

=              بسته گذرنده از هر سطح شار  E
r

εo               . qE ds
ε

=∫
o

uurr
�

E
r

.
c

E dl =∫
uurr

o�

B

Sبار خالص داخل سطح 

  

                          C = oحول گردش 

  معادلات مگنتواستاتيک
r
o              .B=  از هر سطح بسته شار  ds∫

uur
�    =

r
o

B
r
s(ϕ̂     .Bشار جریان الکتریکی از سطح = (C حول گردش  dl Iµ=∫ o

uurr
�

x x y y zA B A B A B

    

  
   گرادیان – مشتقات ميادین ١- ۴

تن به مطلب فوق چند رابطه از جبر بردارها را صرفاً برای یادآوری قبل از پرداخ
  .شویم متذکر می

+ +.A B =
r r

z  اسکالر = 

( ) x y yz xA B A B A× = −
r r

A=   بردار =  B×
r r

( ) y z z yx

B

                                       A B A B A B× = −
r r

  

                                       ( ) z x x zy
A B A B A B× = −
r r

  

       A A× =
r r

o

( ).A A B× =
r r r

o

(
                  

                                                           ) ( ). .A B C A B C× = ×
r r r rr r

( ) ( )
   

                                                ( ). .A B C B AC C A B× × = −
r r r r r rr r r
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  bac-cabقاعدۀ 

Aبردار یکه در راستای 
r

          ˆA n
A
=

r

( )

  

  دو رابطه از ریاضيات
, , f f f

z y zf x y z x y∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂∆ = ∆ + ∆ + z∆  

2 2f f
x y y x
∂ ∂

=
∂ ∂ ∂

( )

∂
  

برای به دست آوردن اطلاعات از داخل ميادین نياز به ابزاری هست که در این 
  . با درا ختيار شما قرار خواهيم دادبخش، بتدریج انها

  
  : گرادیان١-۴- ١

خواهيم اختلاف دما بين دو نقطۀ  ميدان اسکالر دما را در نظر بگيرید می  
  .مجاور را به دست آوریم

( ), , ,dT T x dx y dy z dz T x y z= + + + −

( )

,  

                                 , , ...T T TT x y z dx dy dz
x y z

∂ ∂ ∂
= + + + +

∂ ∂ ∂
  

                                                      ( ), ,T x y z−   
های مرتبه دو رابطه فوق به صورت زیر  با صرف نظر کردن از دیفرانسيل

  آید درمی
T T TdT dx dy dz
x y z

∂ ∂ ∂
= + +
∂ ∂ ∂

  

                        ( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ.T T Ti j k idx jdy kdz
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

  

   را به صورت زیر تعریف نمائيمTاگر گرادیان 
ˆˆ ˆT TT i j k T

x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

r
  

  آید رابطه فوق به صورت زیر در می
.dT T dr= ∇

r r  
 به یکدیگر یعنی اختلاف دما بين دو نقطۀ مجاور که توسط بردار جابجائی 

ز انجا که ضرب  ا در Tشوند برابر است با ضرب داخلی گرادیان  وصل می
 یک  dTتوانيم نتيجه بگيریم که چون  می. داخلی دو بردار یک اسکالر است

اسکالر است و 

drr

drr

drr یک بردار لذا گرادیان T ( )T∇
r

 یک Quotient طبق قاعدۀ 

  .بردار است
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ت بلکه برای  درست اسTرابطه فوق نه تنها برای ميدان اسکالر دما   
))هر ميدان اسکالر دیگری مانند )rϕ r ), ,x y zنيز صحيح است یعنی   ϕ یا 

( ) .d r dϕ ϕ= ∇ r
rr r

   

  
  
   نکاتی درباره گرادیان١-۴- ٢
.طۀ از راب-١ r dr Cosd dϕ ϕ ϕ θ= ∇ = ∇

r rr r   

drr با ماکزیمم خواهد بود اگرϕرتواند نتيجه گرفت که تغيير در تابع اسکال می

ϕ∇
r

∇ϕاین بدان معنی است که ). 
r

1Cosθ( موازی باشد  = برداریست که در −
  . ماکزیمم استϕآن جهت آهنگ تغيير 

)ان  اگر ميد-٢ )r cϕ =
r باشد یعنی دو نقطه را روی یک سطح ثابت در نظر 

  بگيریم
( ).d dϕ ϕ r= ∇ =
r r

o  

  . عمود استϕ= گيریم که گرادیان به سطح ثابت  لذا نتيجه می
  
∇) Operator( عملگر ١- ۵

r
   و عمليات با آن

∇با توجه به تعریف گرادیان اپراتوری مانند   
r

به شکل زیر قابل استخراج 
  است

ˆî j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

r
  

برخلاف جبر معمولی برای این عملگر خاصيت جابجائی وجود ندارد یعنی 
ϕ ϕ∇ ≠ ∇
r r

  
∇ϕزیرا 

r
∇ϕ هنوز یک عملگر است، در صورتی که 

r
هنوز یک عملگر است، در 

∇ϕصورتی که 
r

  . استϕهمانطور که گفته شد گرادیان ميدان اسکالر 
  
   دیورژانس١-۵- ١

∇از آنجا که   
r

توان آن را از طریق داخلی  یک عملگر برداریست لذا می
  .با یک بردار دیگر ترکيب نمود) اسکالر(

.F∇
r r

.F ∇ یا 
r r

.
  

F ∇
r r

.   .لر است یک ميدان اسکا∇F دارای معنی خاصی نيست در صورتی که 
r r

( )ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ. . x yF i j k iF jF kF
x y z

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
∇ = + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

r r
z  

                    yx z
FF F

x y z
∂∂ ∂

+ +
∂ ∂ ∂

 =  
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.F∇
r r

divF
 در فيزیک بسيار مفيد است و به آن دیورژانس این کميت اسکالر یعنی 

گاهی اوقات ان را به صورت . شود گفته می
r

 همانطور .دهند  نمایش می
∇Tکه برای 

r
. ∇F یک مفهوم به دست آوردیم، برای 
r r

توانيم کاری   نيز می
∇در حقيقت عملگر برداری . مشابه انجام دهيم

r
 با ميدان برداری

r
 از طریق 

مفهوم این . شده است و با یک ميدان اسکالر داده استضرب داخلی ترکيب 
این ميدان با کميت شار که قبلاً برای هر ميدان . تواند باشد ميدان چه می

دیورژانس یک ميدان برداری در هر نقطه . برداری تعریف شد در ارتباط است
 را در نظر برابر است با شار گذرنده بر واحد حجم از هر سطح بسته 

گيریم که حجم آن برابر است با  می

F

v
s∆

∆  
.

lim s

v

F ds
divF

v
∆

∆ →
=

∆

∫
o

uurr

r �

vr

E

  

 مخالف صفر باشد بدین در مکانيک سيالات اگر دیورژانس ميدان سرعت 
در . مفهوم است که در نقطۀ مفروض ما دارای چشمه یا چاه هستيم

ترواستاتيک اگر دیورژانس ميدان الکتریکی در یک نقطه مخالف صفر باشد الک
. بدین معنی است که ما در نقطه دارای بار الکتریکی مثبت یا منفی هستيم

در حقيقت دیورژانس از وجود منبع توليد کنندۀ ميدان الکتریکی 
r

، یعنی بار 
  .سازد بر میدر نقاط مختلف فضا ما را با خ

  
   کرل١-۵- ٢

F
r

∇
r

با ميدان برداری  ) برداری( از طریق ضرب خارجی اگر عملگر برداری   
  ترکيب شود یعنی

ˆˆ ˆ

x y

i j

F

z

k

x y z
F F F

∂ ∂ ∂
∇× =

∂ ∂ ∂

r r
  

                            ˆ ˆy xz z
F FF Fi j

y z z x
∂⎛ ⎞ ∂∂ ∂⎛ ⎞= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

  

                             ˆ y xF Fk
x y

∂⎛ ⎞∂
+ −⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

s∆
n̂s

  

  .توان حدس زد کرل با مفهوم گردش در ارتباط است همانطور که می
 که بردار یکۀ عمود به آن  را روی سطح Pبدین مفهوم که اگر نقطۀ   
 باشد، جهت چرخش c منحنی ∆ است را در نظر بگيریم را به سطح برابر 

 در راستای مؤلفۀ کرل .  روی شکل نمایش داده شده استcحول منحنی 
  شود  به طریق زیر تعریف میبردار یکۀ 

F
r

n̂
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.
ˆ. lim c

s

F dl
CurlF n

s∆ →
=

∆

∫
o

uurr

r �

F

  

در حقيقت تصویر کرل 
r

 c حول منحنی بسته F برابر است با گردش  روی 
 وقتی تقسيم بر

n̂
s∆s∆بطور مثال اگر کرل ميدان . کند  به سمت صفر ميل می

سرعت یک سيال در یک نقطه مخالف صفر باشد یعنی سيال در آن نقطه 
در مگنتواستاتيک اگر کرل ميدان مغناطيسی در یک . دارای چرخش است

  .نقطه مخالف صفر باشد در آن نقطه جریان موجود است
  
   فرم دیفرانسيلی معادلات ماکسول١- ۶

توان معادلات ماکسول به  استفاده از مفاهيم دیورژانس و کرل میبا   
  .شکل انتگرالی را به شکل دیفرانسيلی درآورد

                 .E ρ
ε

∇ =
o

r r
   

            BE
t

∂
∇× = −

∂

r
r r

.B

   

∇ =
r r

o                     

. EB J
t

µ ε
⎛ ⎞∂

∇× = +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
o

r
r r r

  

.  چگالی جریان الکتریکی.  چگالی حجمی بار الکتریکیρدر معادلات فوق 
های   با کميت

J
r

ρو J
r

  .های بعدی به دقت آشنا خواهيم شد در بخش
  
  د سيستم مختصات متعام١- ٧

لذا . قوانين الکترومغناطيس نسبت به سيستم مختصات ناوردا هستند  
برای حلّ مسائل رو روابط استخراج شده از این قوانين را باید در سيستم 

بطور مثال . مختصه مناسب که برای هندسه مسأله مناسب است بيان نمود
ن محل برای تعيين ميدان الکتریکی در یک نقطه از فضا، حداقل نياز به تعيي

منبع توليد کنندۀ ميدان و موقعيت نقطۀ مورد نظر در یک سيستم مختصه 
در فضای سه بعدی یک نقطه از تقاطع سه صفحه به دست . مناسب داریم

 را در نظر =  و ثابت= ، ثابت = آید سه دسته از صفحات ثابت  می
، x به ترتيب معادل با  و ، uدر دستگاه مختصات آشنای کارتزین(بگيرید 

y و zوقتی این سه صفحه متقابلاً بر هم عمود باشند ما دارای )  هستند
از دستگاه .  هستيم(Orthogonal Coordinate System)دستگاه مختصه متعامد 

  .نظر می کنيم مختصه غيرمتعامد بدین پيچيدگی در این بخش صرف

1u2u3u

123u u
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   مختصات کارتزین١-٧- ١
( ) ( )1 2 3, , , ,u u u x y z=

)نقطۀ  )1 1 1, ,P x y z1x x=

1y y

  
،  در مختصات کارتزین از تقاطع سه سطح که توسط 

1z و = z=î

1x x=
ˆ

1y y

 عمود به سطح یکه بردار . آید  مطابق شکل به دست می
، به طریق مشابه x و یا به عبارت دیگر در جهت افزایش مختصه صفح

ود به صفح عمiبردار یکۀ 
ه 

k̂1z عمود به صفحه  و بردار یکه =ه  z=

( )ˆˆ ˆ, ,i j k

ˆˆ ˆi j

.  
 که در روابط زیر این سيستم راستگرد است با بردارهای   

  .کنند صدق می

یکه 

  k× =
ˆˆ ˆ  j k i× =

ˆ ˆ ˆk i j× =
ˆ ˆ. 1i i =

ˆ ˆ.

  
  و واضحاً                                                   

i               و غيره...  j = o
)بردار موقعيت نقطۀ  ), ,P x y z

ˆˆ ˆr ix jy k

  
z= + +

r  
a-طه اگر از نق:  المان حجم مختصات کارتزین( ), ,x y z به نقطه 

( ), ,x dx y dy z dz+ + +

dv dxdydz

 مطابق شکل حرکت کنيم، مکعب مستطيلی به ابعاد 
dx ،dy و dzشود که حجم آن برابر است با   ایجاد می  

  =

b-طۀ  نق المان طول برداریست که دو( ), ,x y z و ( ), ,x dx y dy z dz+ + +

ˆˆ ˆdl idx jdy kdz= + +

 را به هم 
  مطابق شکل. کند وصل می

uur

( ) ( ) ( )

  
  و مقدار آن

2 2dl dx dy dz= + +

xds

ydsz

ˆ,     x xds dydz ds idydz= =

2  

c- ایست که برای آن  ، المان سطحی سه نوع المان سطح موجود استx 
  . ثابت استz که برای آن ds ثابت و y برای آن ثابت 

uuur
  

ˆ,     y yds dxdz ds idxdz= =
uuur

ˆ,     z zds dxdy ds idxdy= =

  
uuur

  
  

  ائی  مختصات استوانه١-٧- ٢
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( ) ( )1 2 3, , , ,u u u zρ ϕ=

 
  

)قطهائی ن در مختصات استوانه )1 1 1, ,P zρ ϕ

1

=  از تقاطع یک استوانه با ثابت 
ρ ρ= یک نيم صفحه که شامل محور ،zشود و با صفحه  ها  میxz زاویه 
1ϕثابت  ϕ=1 z=  در ثابتxyسازد، و یک صفحه موازی با صفحه   را می z=

o

 
  ائی همانطور که از شکل پيداست های دستگاه استوانه نۀ تغييرات مختصهدام

L تا  شعاع استوانه از ∞  
  ϕ نسبت به محور x ها ازo 2 تاπ

Zمشابه دستگاه کارتزین+ (∞ تا -∞ع استوانه از ارتفا(  
)بردارهای یکه  )ˆˆ ˆ, ,kρ ϕ در جهت افزایش ρ و ϕ و zهستند .  

  روابط راستگردی به صورت زیرند
ˆˆ ˆ kρ ϕ× =

ˆˆ ˆk
  
  ϕ ρ× =

ˆ ˆ ˆk  ρ ϕ× =

مختصات استوانه ای برای مسائلی که بار خطی بسيار طویل با جریان خطی 
اند و همچنين در مواردی که مرزهای  بسيار طویل موجود باشند مهم

مختصات قطبی . روند ای یا دایروی وجود داشته باشند به کار می استوانه
zدوبعدی حالت خاص در  = o

rrˆ

  . هستند
  ای برای نشان دادن یک نقطه در فضا بردار موقعيت در دستگاه استوانه  

ρρˆzk برابر است با جمع دو بردار بردار موقعيت 
ˆˆr zρρ

  )مطابق شکل (و 
= +

r  k
rr  است ϕ که تابعی از ρ̂ از طریق بردار یکۀ ϕ به وابستگی بردار موقعيت 

 . را در دستگاه کارتزین بنویسيم داریمϕ̂و ρ̂زیرا اگر . شود وارد می
ˆ ˆˆ iCos jSinρ ϕ ϕ= +

v
  

r 
  .روابط به سادگی قابل تحقيق از شکل فوق هستند

)a (ایالمان حجم مختصات استوانه  
( ), , zρ ϕ ،ϕ به افزایش  به اندازه ρ به اندازه dϕاز نقطه    dρ و z به 

)طه  به نقdzاندازه  ), ,d d z dzϕ ϕ+ + +

d

ρ ρ طبق شکل یک شبه . رسيم می
شود که دو ضلع آن طول و یک ضلع آن  مکعب مستطيل ایجاد می

ρ ایست، برای ضلع منحنی طول قوس برابر نیمنح ϕ ایست لذا حجم این
  شبه مکعب مستطيل برابر است با

( )( )( )dv d d dz d d dzρ ρ ϕ ρ ρ ϕ= =  
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)b ( المان طول برداریست که نقطۀ( ), , zρ ϕ را به نقطۀdz( ), ,d d zρ ρ ϕ ϕ+ + +

ˆˆ ˆdl d d kdzρ ρ ϕρ ρ= + +

 
  کند وصل می

uur

( ) ( ) (
  

)  2 2 2dl d d dzρ ρ ϕ= + +

)c ( المان سطحی که برای آن ثابت =ρ) المان سطح جانبی استوانه(  
( ), , zρ ϕ به نقطۀ مجاور آن  از نقطۀ ρاگر روی سطح جانبی استوانه به شعاع 

 حرکت کنيم، یک شکل شبه dz به اندازه z و dϕ به اندازۀ ϕش با افزای
  که مساحت آن برابر است با) مطابق شکل(مستطيل توليد خواهد شد 

( )( )ds d dzρ ρ ϕ=

d d
  

  zρ ϕ=

لمان سطح عمود به سطح استوانه است از آنجا که بردار یکۀ عمود به این ا
ρ̂  ایست دستگاه استوانهلذا بردار یکه همان 

ˆds d dzρ ρρ ϕ=
uur

  
)b ( المان سطحی که برای آن ثابت =ϕاست.  

)برای نقطه  ), , zρ ϕلی فقط برای روی این سطح افزایش دیفرانسيρ به اندازه 
dρ و z به اندازه dzمساحت مستطيل ایجاد شده برابر . پذیر است  امکان

  است با
  ds d dzϕ ρ=

ˆds d dzϕ ϕ ρ=
uur

ˆ
  

dsϕ  .ایست و عمود به ϕاویه  در جهت افزایش زϕبردار یکه 
)c (المان سطحی که برای آن ثابت =z) روی ) المان سطح قاعدۀ استوانه

)این سطح از نقطۀ  ), , z, ,d d z dzρ ρ ϕ ϕ+ + + ρ ϕتوان به نقطۀ  می(   .رسيد(
بر است با حاصلضرب دو ضلع مجاور آن مساحت شکل شبه مستطيل برا

  یعنی
( )( )zds d d d dρ ρ ϕ ρ ρ= =

d

ϕ  
ایست که طول قوس آن  این شبه مستطيل دارای یک طول و یک ضلع منحنی

ρ برابر است با ϕ . پس.  استبردار یکۀ عمود به این سطح  k̂
ˆzds k d dρ ρ ϕ=

uur
  

zدر حالت خاص  = oایست که روی صفحه   المن فوق مربوط به دیسکیxy 
  .قرار دارد

  
   مختصات کروی١- ٧- ٣
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( ) ( )1 2 3, , , ,u u u r θ ϕ=

1r r

  
. آید یک نقطه در دستگاه مختصات کروی از تقاطع سه سطح به دست می

1θ یک مخروط به زاویۀ رأس ،=ع یک سطح کروی به شعا θ=

1

 که محور ان 
هاست و با zمنطبق است و یک نيم صفحه که شامل محور + zبر محور 

ϕ  زاویۀxzصفحه  ϕ=بردارهای یکه در جهت افزایش . سازد  را میr ، در 
جهت افزایش 

r̂

θ ،θ̂ و در جهت افزایش ϕ ،ϕ̂دامنۀ تغييرات . شوند  ناميده می
  .ها همانطور که از شکل پيداست مختصه

∞+o   تا  از r                                        شعاع کره 
θ نسبت به محور z  تا زاویۀ قطبی از oπ

o2π تا  زاویۀ سمتی از x  ϕ نسبت به محور 
شود یعنی  یک نقطه روی سطح کره توسط سه مختصه فوق تعيين می

( ), ,r θ ϕ

ˆ

  
ϕروابط راستگردی به صورت زیرند. ایست  مشابه بردار یکۀ دستگاه استوانه  

ˆr̂ θ ϕ× =
ˆ ˆ r̂θ ϕ

  
  × =

ˆˆ r̂  ϕ θ× =

ائی و نواحی بارز کروی  مختصات کروی برای مسائلی که شامل منابع نقطه
  .زاویهϕ و θ طول و دو مختصه دیگر rدر مختصات کروی . اند هستند، مهم

 وابستگی به دو مختصه بردار موقعيت در این دستگاه به صور  
 که به هر دو مختصه دیگر از طریق 

rˆت  rr=
r

r̂θ و ϕشود بستگی دارد وارد می.  
ˆˆ ˆr irSin Cos jrSin Sin krCosθ ϕ θ ϕ= + +

r

( ) ˆˆ ˆ, ir iSin Cos jrSin S kCos
θ  

nθ ϕ θ ϕ θ ϕ θ= + +
r  

ˆ ˆˆ ˆ ˆr iCos Cos jCos Sin kSinθ θ ϕ θ ϕ
θ
∂

= = + −
∂

( ) ˆ ˆˆ ˆ ˆr̂ Sin iCos jSin kCos Sin kCos

θ  

θ ϕ ϕ θ ρ θ= + + = +

r̂ˆ

θ  

 و ρ در صفحه گذرنده از بردارهای یکه این رابطه مؤیداین مطلب است که 
توان رابطۀ فوق   قرار دارد، لذا از طریق شکل زیر، به طریق هندسی نيز می

  .درا تحقيق نمو
k̂

r̂
x rSin Cos

  در دستگاه کارتزینهای  مؤلفه
  θ ϕ=y rSin Sinθ ϕ=

  z rCosθ=
)a (المان حجم مختصات کروی  
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برای یافتن المان حجم دستگاه مختصات کروی با افزایش دیفرانسيلی، 
) از نقطۀ  به اندازه dr ،θبه اندازه  ), ,ρ θ ϕ dϕ به اندازه ϕو  dθ به نقطۀ 

( ), ,r d d dr θ θ ϕ ϕ+ + حجم شبه مکعب مستطيل ایجاد شده . کنيم  حرکت می+
  بامطابق فوق برابر است 

( )( )( )dv dr rd rSin dθ θ ϕ=
2r Sin drd d

  
       θ θ ϕ=

rSin و rdθدر استخراج رابطه فوق  dθ ϕ به ترتيب طول قوسهای مربوط به 
dϕ  .هستند و dθزوایای

)b ( نقطه برداریست که دوالمان طول ( ), ,r θ ϕ و ( ), ,r dr d dθ θ ϕ ϕ+ + +

ˆ ˆˆdl rdr rd rSin d

به هم 
  کند وصل می

θ θ ρ θ= + +
uur

( ) ( ) ( )
ϕ  

2 2dl dr rd rSin d 2  θ θ ϕ= + +

)c ( المان سطح ثابت =r المان سطح یک کره به شعاع ،r  
( ), ,r θ ϕ( ), ,r d d θ از نقطۀ rاگر روی یک کره به شعاع  به نقطۀ مجاور  θ ϕ ϕ+ + 

شود که  شکل مستطيل شکل مطابق شکل ایجاد می. حرکت نمائيم
  مساحت آن برابر است 

( )( )rds rd rSin dθ θ ϕ=
2r Sin d d

  
θ θ ϕ=

2ˆrds rr Sin d d
  

θ θ ϕ=
uur

  
)d (المان سطحی که ثابت =θ المان سطح یک مخروط به زاویۀ رأس ،θ .

به ϕ و drبه اندازه rθروی سطح جانبی این مخروط با افزایش دیفرانسيلی
)توان از نقطه   میاندازه  ) dϕ, ,r θ ϕ به نقطۀ ( )r dr d, ,θ ϕ ϕ+ شکل .  رسيد+

  ایجاد شده یک شبه مستطيل است که مساحت آن برابر است با
( )( )ds dr rSin dθ θ ϕ=

ˆ
  

   است لذاθبردار یکۀ عمود به آن 
ˆds rSin drdθ θ θ ϕ=

uur
  

) روی این سطح از نقطۀ ϕ= المان سطحی که ثابت  ), ,r θ ϕ

( ), ,r dr d

توان به نقطۀ  می
θ  مساحت شبه مستطيل ایجاد شده برابر است با.  رسيد θ ϕ+ +

( )( )ds dr rd rdrdϕ θ θ= =

ˆds rdrdϕ

  
ϕ θ=

uur
  

  
  ١ مثال ١-٨-١
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. چرخد  میωای ثابت  یهها با سرعت زاوz حول محور Rدیسکی به شعاع  
  . از مرکز را به دست آوریدρ در فاصله Pسرعت خطی یک نقطه مانند 

  
  :حلّ

P      ˆrموقعيت نقطۀ  ρρ=
r

r
  

ω    بردار سرعت زاویه ω= ×
r r r  

v rω= ×
rr r

ˆ ˆˆ ˆv k k
  

ˆω ρρ ωρ ρ ωρϕ= × = × =
r

2T xy=

( ) ( ) .
b

a
T b T a T dl− = ∇∫

  
  
  ٢ مثال ١-٨-٢

ه   با فرض اینک  
a- گرادیان Tرا محاسبه نمائيد .  

uurr
b-دو نقطۀ .  را تحقيق نمائيد  درستی رابطۀa و b را به 

)ترتيب مرکز  ), ,o o o و نقطۀ ( )2,1,oبگيرید .  
  

  :حلّ
a- گرادیان T   

ˆˆ ˆT TT i j k T
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

r
  

     = +   2ˆ ˆ2iy j xy

( ) ( ) .
b

a
T b T a T dl− = ∇∫

uurr
b-دو مسير انتخاب   برای تحقيق در درستی رابطۀ 

 x=2ها به طرف نقطۀ x روی محور a، ابتداز از نقطۀ ١روی مسير .شود می
 b مطابق شکل به نقطۀ yو سپس از آنجا در امتداد محور کنيم  حرکت می

  شود  تقسيم میII و Iاین مسير به دو قسمت . رسيم می
، روی قسمت  I :: 2→y x o= oˆdl idx=

u
 المان طول 

ur

: 1y x→ =oˆdl idy=

  
ل  المان طوروی قسمت  II :2

uur

.
  

. .
I II

T dl T dl T dl∇ = ∇ + ∇∫ ∫ ∫
uur uur uurr r r

  

.T dl∇∫
uurr

مسير

  

  

 

١

( )
  

( )2 12 2ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 .yiy j xy idx iy j y idy== + + +∫ ∫oo o
4 .

                 
1 2 14 2 2ydy y= = =∫ oo

( ) )        از طرفی ) 2 2T b T a− = − =o  

17
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Tلذا درستی رابطۀ  b( ) ( ) .
b

a
T a T dl− = ∇∫

uurr
  .رسد  به اثبات می

  .کنيم  حرکت میb به سمت aتقيماً از روی این مسير مس: ٢مسير 
1
2

dy dx=ˆ ˆdl idx jdy= +
uur

:: روی این مسير 2x →o 1؛
2

y x= و المان طول ؛   

( ) ( )2ˆ ˆ ˆ. 2 .T d iy xyj idx jdy∇ = + +
urr

2 2y dx xydy= +

ˆ  

       

                                           21 1 12
4 2 2

x dx x x dx= + × ×  

                                          
2

2 21 3
4 2 4

xx dx dx x dx= + =  

2 2 3 23 3 1 1. 8
4 4 3 4

T dl x dx x∇ = = × = × =∫ ∫ oo

uurr

.
b

a
T d∇∫

2  

lدهد که  این محاسبه نشان می
uurr

ایست که برای   مستقل از مسيری

  تون نتيجه گرفت که  لذا می. شود  انتخاب میb به aرفتن از 
( ).T dl∇ =∫

uurr
o�

( ) ( )T a− = o

اگر 

  

 منطبق است و b بر aیعنی انتگرال روی هر مسير بسته برابر صفر است زیرا 
T b.  

  
  ٣ مثال ١- ٨- ٣

  ( )2 2 ˆˆ ˆ2 2F iy xy z j yzk= + + +
r

شار گذرنده از سطح یک مکعب با .  باشد

  .طابق شکل در مرکز قرار دارد را محاسبه نمائيداضلاع واحد را که م
  

  :حلّ
  .شار باید روی شش وجه مکعب بطور مجزا از هم محاسبه شوند

ˆxds idydz=
uur

2. xF ds y dydz=

)i ( وجهx=1 با المان سطح   
uurr

  
1 1 2 1.

3
xF ds y dydz= =∫ ∫ ∫o o

uurr
  

x = oˆxds idxdy= −
uur

2. xF ds y dydz= −

مان سطح  با ال )ii ( وجه)  علامت منفی به دليل بسته بودن
  )مکعب است

uurr
  

1 1 2 1.
3

xF ds y dydz= − =∫ ∫ ∫o o

uurr
  −
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ˆyds jdxdz=
uur

  )iii ( وجهy=1 با المان سطح 
( )2 ˆˆ ˆ ˆ. 2 2 .yF ds i j x z k z jdxdt⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

uurr
  

          ( )22x z dxdz= +

( )
  

1 1 2 4. 2
3

yF ds x z dxdz= + =∫ ∫o o

uurr

ˆ               yds jdxdz y

  

(iv) وجه = − =
uur

o
2 2ˆ ˆ. .yF ds z j jdxdz z dxdy= − = −

uurr
  

  
1 1 2 1.

3
yF ds z dxdy= = −∫ ∫ ∫o o

uurr
  

)v ( 1وجهz zdsˆ  با المان سطح  = kdxdy=
uur

( )2 ˆ ˆˆ. 2 1 2z

  
.F ds y i xy j yk kdxdy⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦

uurr

2ydxdy=
1 1

. 1
z

  
                        

F ds ydxdy= = =∫ ∫ ∫o o

uurr
  

z = oˆzds kdxdy= −
uur

 وجه (vi) با المان سطح     
( ) ˆˆ ˆ. 2 .zF ds yi xyj kdxdy= − +

uurr
o

. zF ds

=  

=∫
uurr

o  
1 1 4 1. 1
3 3 3 3F F dsϕ = = − + − + +∫r

uurr
o

20=

( )

  

  
                                                                                 

سطح مکعب 
 واحد

  
  ۴ مثال ١- ٨-۴مثال 
)صورت فرض کنيد ميزان برداری به    )2 2 ˆ2 3 4F xz y j yz k= + +

r
تعریف شده 

 قرار دارد را محاسبه yzگردش آن را حول مربع واحد که در صفحه . است
  .نمائيد

.F dlΓ = =∫
uurr

�  

 را به چهار قسمت تقسيم 

 öì v‡ º zû⁄  

( )
.

i

F dl FΓ = =∫ ∫
uurr r

�  

 öì v‡ º zû⁄  
  
محاسبه انتگرال فوق مسير بستهبرای 
  نمائيم می

( ) ( ) ( )
. . .

ii iii iv

.dl F dl F dl F dl+ + +∫ ∫ ∫
uur uur uur urr r r u
19
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i(  x(روی قسمت  = o ؛: 1y o→ ؛z = o2 2ˆ ˆ. 3 . 3F dl y j jdy y dy= =
uurr

( )

1 2. 3
i

F dl y dy

  ؛ 

= =∫ ∫o
uurr

  1

ii(  x(روی قسمت  = o 1؛y :؛ = 1z →o ؛( )2 2ˆ ˆˆ. 3 4 . 4F dl j z k kdz z dt= + =
uurr

( )

  
1 2 4. 4

3ii

F dl z dz= =∫ ∫o
uurr

  

iii(  x(روی قسمت  = o 1:؛y → o 1؛z )؛ = )2 2ˆˆ ˆ. 3 4 . 3F dl y j yk jdy y dy= + =
uurr

( )

2

1
. 3

iii

F dl y dy

 

1= = −∫ ∫
ouurr

 

کند، بدین دليل   تغيير می به ١ از yبه حدود انتگرال توجه نمائيد چون 
uu

 دارای جهت صحيح ایست،   منفیdyچون ) بدون علامت منفی (
  .است

o
ˆdl jdy=

r
dl
uur

ˆˆ ˆdl idx jdy kdz= + +
  :نکته

uur
 هيچگاه علامت مفی به کار گرفته اصولاً هميشه   
  .حدود انتگرال صحيح جهت درست را منظور خواهد کرد. نشود

x (iv)قسمت  = o ؛y = o 1:؛z → o  ˆ. .F dl kdz= =
rr

o o

( )
.

iv

uu
  

F dl =∫
uurr

o  

4 4. 1 1
3 3

F dlΓ = = + − + =∫
uurr

o�  
مربع 
   واحد

  ۵ مثال ٢- ٨- ۵
)سيالی مطابق شکل با سرعت    ) ˆv r ρωϕ=

r rکند  حرکت می .ρ فاصله 
 را گردش .  استϕ در جهت افزایش  بردار یکهϕ̂ یک ثابت ω و zاز محور 
  . محاسبه نمائيدRائی به شعاع  حول دایره

vr

2 2ˆ ˆ. . 2v dl R Rd R
π

ωϕ ϕϕ π ωΓ = = =∫ ∫o
uurr

�  

دايره   
vr  .پایستار نيستگردش این سيال غير صفر است، لذا ميدان برداری 
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