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   الکترواستاتيک-٢
   تجربه کولمب٢-١
  )اصل همنش( بار N نيروی ٢-٢
   ميدان الکتریکی٢-٣
  ای ميدان الکتریکی یک بار نقطه ٢-٣-١
  ای  بار نقطهN ميدان الکتریکی ٢-٣-٢
   ميدان دوقطبی٢-۴
   بسط خارجی٢-۴-١
   بسط داخلی٢-۴-٢
   مثالها٢-۵
   چهار قطبی٢-۵-١
   نيروی وارد به یک دوقطبی در ميدان همگرا و واگرا٢-۵-١
  ها  نيروی بين دوقطبی٢-۵-٢
   توزیع پيوسته بار٢-۶
  ی  چگالی حجم٢-۶-١
   چگالی سطحی٢-۶-٢
   چگالی خطی٢-۶-٣
   ميدان الکتریکی یک توزیع پيوسته بار٢-٧
   ميدان الکتریکی توزیع حجمی بار٢-٧-١
   ميدان الکتریکی توزیع سطحی بار٢-٧-٢
   ميدان الکتریکی توزیع خطی بار٢-٧-٣
   خلاصه٢-٧-۴
  ها  مثال٢-٨
  ١ مثال ٢-٨-١
  ٢ مثال ٢-٨-٢
  ٣ مثال ٢-٨-٣
  ۴ مثال ٢-٨-۴
  ۵ مثال ٢-٨-۵
  ۶ مثال ٢-٨-۶
  ٧ مثال ٢-٨-٧
  ٨ مثال ٢-٨-٨
  ٩ مثال ٢-٨-٩
  ١٠ مثال ٢-٨-١٠
  
  
   تجربه کولمب٢-١
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 دریافت که  1785های خود در سال  چارلز اگوستين کولمب با آزمایش  
 از یکدیگر قرار rفاصله  که در  و مقدار نيروی الکترواستاتيکی بين دو بار 

  .دارند، به کميات زیر بستگی دارد
1q2q

a- 1qFα  
b- 2qFα  

c- 2

1
r

Fα  

2    لذا 
21

r
qq

Fα  

    2
21

r
qq

kF =  

k ضریب تناسب در یکاهای SI  
91099.8

4
1

×==
πε

k

1q

 

ار نيرو را به دیگری وارد می کند، این نيرو از قانون دوم نيوتن هر بار این مقد
بارهای همنام یکدیگر . نيرو روی خط واصل بين دو بار قرار دارد. کند تبعيت می

  .نمایند را دفع و بارهای غير همنام یکدیگر را جذب می
  نيروی دافعه
  نيروی جاذبه

دار است لذا باید مقدار و از آنجا که نيرو الکترواستاتيکی بين دو بار یک بر
 را با (x,y,z) در دستگاه مختصات موقعيت بار . جهت آن همزمان تعيين شود

( )1111 ,, zyxr =2q )ستگاه با  را در این د و موقعيت بار  )2222 ,, zyxr =

2q1q

 مطابق شکل 
  .دهيم نشان می

12 توسط بردار  نسبت به بار  موقعيت بار   rr

q

شود و   مشخص می
زیرنویس اوّل . دهيم  نمایش می21q21F را با  از طرف بار نيروی وارد به بار 

   ١ و زیرنویس دوّم مربوط به ذرۀ ٢ۀ مربوط به ذر
21F   برابر است بامقدار

2

12

12
21

rr

qqkF
−

−
=  

از آنجا که نيروی کولمبی در راستای . حال باید جهت این نيرو را در نظر بگيریم

لذا برداری که در این راستا . خط واصل بين دو بار قرار دارد
12

12

rr

rr   ه در آن ک−

( ) ( ) ( )12121212
ˆˆˆ zzkyyjxxirr −+−+−=  
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( ) ( ) ( )2
12

2
12

2
1212 zzyyxxrr −+−+−=−  

   برابر است با١ از طرف ذره ٢پس نيروی وارد به ذرۀ 

12

12
2

12

12
21

rr
rr

rr

qqkF −

−
=  

های مختلف هستند  توجه داریم که مقدار دو نيرو برابر نيروی دارای جهت
  یعنی

  21122 FF −
  اذبه اگر دو بار غير همنام باشندنيرو دافعه اگر دو بار همنام و ج

21F1q2q و 12Fشکل فوق جهت نيروهای 

2q
. دهد  مثبت نشان می و  را برای 

1q   و العلامه  برای دو بار مختلف

        ن چو
12

12
2

12

21
21

rr
rr

rr

qq
F

−

−
=  

شود که جهت نيرو خلاف برداری  علامت منفی باعث می
12

12

rr
rr   . باشد−

  آید یعنی ها به دست می  با تعویض اندیس١نيروی وارد به ذره 

21

21

21

21
12

rr
rr

rr

qq
F

−

−
=

1q2q

1q

  

  .جهت آن در شکل نمایش داده شده است
  
  )اصل بر همنهش( بار N نيروی ٢-٢

توان   را به سادگی می و ای  عميم مسأله نيروی بين دو بار نقطهت  
ای   بار نقطهNخواهيم یک توزیع گسستۀ بار که متشکل از  می. تعميم داد

  است را در نظر بگيرید به طوری که
1r در ذرۀ 

2q

  
2r در ذرۀ 

iq

  
       M  
ir در ذرۀ 

M

Nq

  
        
ام را از طرف iنيروی وارد به ذرۀ خواهيم  می.  برار داشته باشدNr در ذرۀ 
N-1ذرۀ باقيمانده را به دست آوریم .  
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 هر جفت بار بطور مستقل اثر (super position)طبق اصل بر همنهش   
  یعنی. خود را اعمال خواهد کرد

1q    iq از طرف نيروی وارد به 
1

1
2

1

1
1

rr
rr

rr

qqkF
i

i

i

i
i

−

−
=

iq

  

    2q از طرف  وارد به نيروی
2

2
2

2

22

rr

rr

rr

qqkF
i

i

i

ii =

iq

  

              M        M      M   

    Nq از طرف نيروی وارد به 
Ni

Ni

Ni

Ni
iN

rr
rr

rr

qqkF 2
−

=  

  ، برابر است باiFام، iطبق اصل بر همنهش نيروی کل وارد به ذرۀ 
  iNiii FFFF +++= ...21

 وجود ندارد زیرا هيچ باری به خودش نيرو وارد iiFتوجه کنيد که در این جمع 
  کند نمی

∑
≠
=

=
N

ij
j

iji FF
1

  

  
ji

ji
N

ij
j

ji

ji

rr

rr

rr

qq
k

1
2∑

≠
= −

=

ij

  

iiFدر علامت جمع یعنی ≠

2q1q

  .شود  وارد نمی
  
   ميدان الکتریکی٢- ٣

12 را که در فاصله از طرف   نيروی وارد به    rr  از یکدیگر قرار دارند −

  یعنی

12

12
2

12

12
21

rr
rr

rr

qqkF
−

=

1q

  

1r در وجود . توان به طریق دیگری تغيير نمود را می

2q

 به فضای اطرافش 
 وارد 21F قرار گيرد به آن نيروی 2r در موضع دهد که اگر بار  خاصيتی را می

21F  .توانيم به طریق زیر قسمت نمائيم  را میپس رابطه . شود می

12

12
2

12

12
21

rr

rr

rr

qqkF
−

=  
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1221 EqF =

1

  
 که qقسمتی که دور آن خط کشيد شده است ميدان الکتریکی حاصل از بار 

2r1qدر موضع  1r1q خودش در با  وقتی   1r در موضع پس بار .  قرار گرفته باشد
1Eبه هر نقطه از فضا یک بردار الکتریکی 

2

دهد، به طوری که اگر  را نسبت می
برای اینکه این مفهوم را . شود  وارد می21F قرار گيرد به آن نيروی 2r در qبار 

  به صورت کلی درآوریم به قرارداد زیر نياز داریم، از این به بعد 
   دار مواضع بار با مختصات پریم

  مواضع ميدان با مختصات بدون پریم
  
   ای ميدان بار نقطه٢-٣- ١

  qکنيم، اگر بار الکتریکی  با این قرارداد مسأله را بدین طریق مطرح می  
E قرار داشته باشد ميدان الکتریکی rدر موضع 

r
rr  چه مقدار حاصل در موضع 

  است؟
1E
r

  با توجه به رابطۀ 

( )
1

1

21 rr

rr

rr

qkrE
−

=
r  

  گيرد  قرار میr که در موضع Qنيروی وارد به بار 
EQF =  

r r′=0 در مرکز مختصات باشد یعنی qاگر بار 
r
qk

r
r

r
qkE ˆ

22 ==
r

1q1

  

   که در مبدأ مختصات قرار داردqخطوط ميدان بار نقطه ای 
  
  
  ائی طه بار نقN ميدان الکترکيی ٢-٣- ٢

1r در موضع  بار نقطه ائی Nفرض کنيد   
r ، در موضع r ... در 

موضع 
2q1

2
rq

1
i

i

rr... در موضع Nq1
Nr
rميدان الکتریکی حاصل از این .  مفروض باشد

   چه مقدار است؟rrتوزیع در موضع 
ائی ميدان خود را بطور مستقل در موضع  طبق اصل بر همنهش هر بار نقطه

rrکند یعنی  ایجاد می  

1
1

1
1

21
1

1
1

rr
rr

rr

qkE rr

rr

rr
−

=

M

  

                              

 5



                                        
موزش الكترونيكيآ              
٢ زیکفي ٢فصل                                                        دانشگاه علم و صنعت          

 
                                                                   

1
2

1
2

21
2

2
2

rr
rr

rr

qkE rr

rr

rr=

M

  

                             

1

1
2

21
ii

i
i

rr
rr

rr

qkE rr

rr

rr=

M

  

                            

1

1

21
N

N

N

N
N

rr
rr

rr

qkE rr

rr

rr=  

rr توان به   را میار در موضع  بNحاصل از این توزیع گسسته Eميدان کل 
  :طریق زیر نوشت

( ) NEEErE +++= ...21
r  

( )
1

1

1
21

i

i
N

i i

i

rr
rr

rr

qkrE rr

rr

rr
r ∑

= −
=  

  
   ميدان دوقطبی٢- ۴

 z=-a و  z=+aها در z که مطابق شکل روی محور q– و q+توزیع دو بار   
) ميدان الکتریکی حاصل از این توزیع را در نقطۀ دلخواه. قرار دارند )zyxr ,,=r به 

  .دست آورید
   است از رابطه کلی N=2برای این مسأله 

( )
1

12

1 1
i

i

i i

i

rr
rr

rr

qkrE rr

rr

rr
r ∑

= −
=  

( )
1

2

1
2

21
2

2
1

1

1
1

21
1

1

rr
rr

rr

kq
rr
rr

rr

kqrE rr

rr

rrrr

rr

rr
r

+
−

=

qq

  

  در رابطه فوق با قرار دادن
  +=1

qq −=2

zkyjxir ˆˆˆ ++=

  
r  

akr ˆ1
1 =
r  

akr ˆ1
2 −=
r  

=−=+
1

1rrr vrr  

)    ها  طبق رابطۀ کسينوس ) 2122 2 θarCosra +  
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( )[ ] ( )[ ] 212221221
2 22 θπθπ arCosraarCosrarrr +=+==
rrr  

r+توان  از طریق دیگری می
r و −r

rفاصله بار .  را محـــــاسبه نمودq با 
   یعنی(x, y,z) از نقطه (0,0,2)مختصات 

( ) ( ) ( )2221
1 00 azyxrrr −+−+−=−=+
rrr  

             2222 2 aazzyx +−++=
22 zy ++

  
22 و با استفاده از روابط  xr = θrCosz =

θarCosarr 222 +=+
r 

ها در مثلث به دست  ایست که از طریق رابطۀ کسينوس که دقيقاً برابر رابطه
  مشابهاً. آمد

( ) ( ) ([ ]) 2221
2 00 azyxrrr −−+−+−=−=−
rrr  

         θarCosarazazyx 22 222222 ++=++++=

( ) ( )

  
( )

( )
( )

( ) 2
3

2
3

2

ˆˆˆˆ

2

ˆˆˆˆ
,,

2222 θθ arCosar

aktkyjxiqk
arCosar

aktkyjxiqkzyxErE
++

+++
+

+

+++
==

rrr

( )

  

  
توان به شکل زیر  ها را می چون مخرج کسرها با هم برابر نيستند، فقط ترم

  .بندی نمود دسته
( )

( )
( )

( ) 2
3

2
3

2

ˆˆˆˆ

2

ˆˆˆˆ
2222 θθ arCosar

akzkyjxikq

arCosar

akzkyjxikqrE
++

++
+

+

++
=

rr  

  ابتدا مخرج اولين کسر را به صورت زیر بنویسيم
( ) 2

3

222 −

−+ θarcCosar
2

  

1<
r
a   یعنی a<rگيریم زیرا   فاکتور میrاز کميت بزرگتر 

r
a  نقشεکند را در این بسط بازی می.  

( )
2

3

2
3

212 2

2
322

−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=−+

r
aCos

r
ararCosar θθ

( )

  

  ائی با استفاده از بسط دوجمله
( ) ...

!2
1

!1
11

2

+
−

++=+
xnnnxx n  

...21 2

2

2
33 +⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= −

r
Cosar

r
ar θ  
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...31 2

2

2
33 +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+= −

r
a

r
aCosr θ  

در این بسط ترم 
r
a یعنیε ظاهر شده است بستگی به مقدارε و دقت مورد 

های مورد نياز در بسط را در اختيار کرد هر چه   توان تعداد ترم نياز می
r
a 

در حالت . ها کمتر ها بيشتر و هر چه کوچکتر تعداد ترم اد ترمبزرگتر باشد تعد
 یعنی وقتی که نقطۀ ميدان نسبت به فاصله دو بار خيلی دور r>>aخاص 
   را نگه داشت یعنیεهای تا مرتبه یک  توان فقط ترم می. باشد

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≅+

r
aCosrarCosar θθ 312 322 2

3

( )

  

  به طریق مشابه مخرج کسر دوّم یعنی

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

r
aCosrarCosar θθ 312 322 2

3

E

  

ها در رابطۀ  با جایگزینی این ترتيب
r

  داریم

( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−++
=

r
aCos

r
kazkyjxikqrE θ31
ˆˆˆˆ

3

rr  

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++
−

r
aCos

r
kazkyjxikq θ31
ˆˆˆˆ

3  

  های فوق به صورت  آوری ترم با جمع
( ) tyx EkEjEirE ˆˆˆ ++=
rr  

4

6
r

kqxaCosEx
θ

=  

4

6
r

kqyaCosEy
θ

=  

43

62
r

kqazCos
r
kqyaEz

θ
+−=

P

  

بردار ممان دوقطبی الکتریکی 
r

برداریست که جهت آن از بار منفی به مثبت 
   یعنی2a در فاصله دو بار qو مقدار آن برابر حاصلضرب بار 

P=2aq 
  لذا در این مسأله بردار دوقطبی الکتریکی

PkaqkP ˆ2ˆ2 =
r

  
  توان به صورت زیر نوشت کتریکی را میهای ميدان ال  مؤلفهPبا استفاده از 

4

3
r

kPxCosEx
θ

=  

   ضرب کنيم با استفاده از روابط rاگر صورت و مخرج کسر فوق را در 

 8



                                        
موزش الكترونيكيآ              
٢ زیکفي ٢فصل                                                        دانشگاه علم و صنعت          

 
                                                                   

θcosrz =  
( ) 2

52225 zyxr ++=  
   ميدان در دستگاه مختصات کارتزینxمؤلفه 

( ) 2
5222

3

zyx

kPxzEx
++

=

yE

  

  عمل می کنمه طریق مشابه برای ب

54

cos33
r

Pyr
r
r

r
kryCosEy

θθ
=×=

( )

  

                                  
2

5222

3
zyx

kPyz
++

=

zE

  

  ميدانبرای مؤلفه 

43

62
r

kqazCos
r
kaqEz

θ
+−=  

                                                 43

3
r

kPCos
r
kP θ

+−=  

2اگر کسر اوّل را در 

2

r
r و کسر دوّم را در

r
rضرب کنيم  

r
r

r
kPCos

r
r

r
kP

×+×−= 423

3 θ  

             5

22 3Pr
r

kPzk +−
=  

( )
5

2222 3
r

kPzzyxkP +++−
=  

( )
( ) 2

5222

222 2
zyx

kPzyxkPEz
++

++−
=

xyzE

  

در دستگاه مختصات کروی نيز به دست و ، توان روابطی برای  می
  .آورد

EE

  با توجه به روابط
  θθCosrSinx =

  θrCosz =
( ) 2

52225 zyxr ++=  

( ) 2
5222

3

zyx

kPxzEx
++

=  

  با جایگزین کردن روابط فوق داریم
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3

3
r

CosCoskPSinEx
ϕθθ

=

( )

  

  به همين طریق برای

2
5222

3
zyx

kPyzEy
++

=  

  با استفاده از روابط 
  ϕθSinrSiny =

  θrCosz =
( ) 2

52225 zyxr ++=  

3

3
r

SinCoskPSinEy
ϕθθ

=

zE

  

  داریمو برای 
( )

5

2222 3
r

kPzzyxkPEz
+++

=  

3

222 Pr3Pr
r

Coskk θ+
=  

       3

23
r
kPCoskP θ+

=  

( )
3

2 13
r

CoskPEz
−

=
θ

⎪
⎩

⎧

=

=

zz

x 0

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

ϕϕ
θ 0

zr

xyEzE
0

  

  .گيریم حال حالات خاص ميدان الکتریکی یک دو قطبی را در نظر می
a-  ميدان الکتریکی یک دو قطبی را در نقطۀP روی محور z ها در فاصله 

z>>aبه دست آورید .  
  مختصات این نقطه

⎪در دستگاه کارتزین 
⎨ =y       کرویدر دستگاه    0

E   در دستگاه مختصات کارتزین یا کروی و ، از هر دو مجموعه معادلات 
  == yx EE

3

2
z
kPEz =  

 الکتریکی را مستقيماً در توانيم ميدان برای تحقيق در درستی رابطه فوق می
  . به دست آوریمPنقطۀ 

  P در نقطۀ q+ميدان حاصل از بار 
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( )
k

az
kqE ˆ

2−
=+

r
  

  P در نقطۀ q–ميدان حاصل از بار 

( )
k

az
kqE ˆ

2+
−=

r
  

  : برابر است باP در نقطۀ q– و q+ميدان حاصل از دو بار 
−+ += EEE
rr r

  

( ) ( )
k

az
kqk

az
kqE ˆˆ

22 +
−

−
=

r
  

( ) ( )
k

az
kq

az
kq ˆ

22 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
−

−
=

( )

  

  دهيم یعنی  مخارج کسرها را بسط میz>>aبرای 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=− −

−
−−

z
az

z
azaz 211 2

2
22

( )

  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+

z
az

z
azaz 21≈1 2

2
22  

  پس از جایگزینی

k
z
a

z
kq

z
a

z
kqE ˆ2121 22 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

r
  

33

2
z
kP

z
aqEz +==

zEE

  

 مثبت است لذا از آنجا که 
r

این نکته از .  هاستzمثبت محور در جهت 
 ازفاصله Pبينی است، زیرا فاصله بار مثبت تا نقطۀ  لحاظ فيزیکی قابل پيش

 باید رد جهت P کمتر است لذا ميدان مجموع در نقطۀ Pبار منفی تا نقطۀ 
  . ها باشدzمثبت محور 

E
r

واحد مثبت در هر نقطه در فضا جهت حرکت بار جهت ميدان : توجه
  .آزمایشی در آن نقطه است

b-  نقطۀP وری محور y)  وضعيت برای محورx به دليل تقارن مشابه 
  )است

  .کنيم ابتدا جهت ميدان را از طریق فيزیکی پيدا می
 و P و نقطۀ q+ در راستای خط واصل بين بار p در نقطۀ q+ميدان الکتریکی بار 

– در راستای خط واصل بين بار P در نقطۀ q–دافعه است ميدان الکتریکی بار 
q و نقطۀ Pو های افقی ميدانها  مجموع مؤلفه.  و جاذبه است +E

r
E
r

 در 
 با zهای عمودی در راستای محور   یکدیگر را خنثی و مؤلفهyراستای محور 
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−E
r

+E
r

.  هاستzدر جهت محور  یعنی لذا برآیند  . شوند هم جمع می و 
حال مقدار و جهت ) مطابق شکل(

E
r

E
r

 را از طریق روابط ميدان یک دو قطبی 
  .نمائيم محاسبه می

  Pمختصات نقطۀ 

⎪در دستگاه کارتزین  
⎨ =y       در دستگاه کروی
⎪
⎩

⎧

=

=

0

0

z
y

x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

2

2

π

π

ϕ
θ

yr

( )

  

033

2
2 2

5 ==
+

=
r

CosCos
zyx

kPxzEx 32 +

kPSin ϕθθ  

( )
033

3
2

22 2
5 ==

++
=

r
CosCoskPSin

zyx

kPyzEy
ϕθθ  

( )
( )

( )
33

2

2
22

222 132
2

5 y
kP

r
CoskP

zyx
kPzyxkPEz −=

−
=

++

++−
=

θ

⎪
⎩

⎧

=

=

zz

x
0
0

yx EE == 0

  

  .این جواب با استدلال فيزیکی مطابقت دارد
c-  نقطۀP روی قسمت منفی محور zها قرار دارد.  

  مختصات این نقطه

⎪در دستگاه کارتزین  
⎨ =y   دستگاه کروی در    

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
+=

ϕϕ
πθ
zr

                3

2
z
kPEz =  

2یعنی مقدار ميدان 

2
z
kP

k̂

از لحاظ فيزیکی این . هاستzو در جهت مثبت محور 

 کمتر از فاصله P تا نقطۀ q– فاصله بار Pزیرا فاصله . نتيجه قابل تحقيق است
  . است+لذا برآیند ميدان این دو بار در جهت .  استPتا نقطۀ  q+بار 

( )kEEkEkEE ˆˆˆ
+−+− −=+=

r
  

لذا چون  +− > EE0  . است>− +− EE
 را با توجه به اطلاعات به دست آمده xzخطوط ميدان روی صفحه 

خطوط ميدان خطوطی هستند که همانطور که گفته شد . توان رسم کرد می
 را 3 و 2، 1بطور مثال بردارهای ميدان در نقاط . اند بر بردارهای ميدان مماس

خطی که بر این سه بردار مماس است را روی شکل نشان . در نظر بگيرید
 به دست zyتواند تکرار شود تا خطوط دیگر در صفحه  این عمل می. ایم داده

 خطوط ميدان یک دوقطبی zن نمونه حول محور توان با چرخاندن ای آیند می
  .الکتریکی را بطور کامل به دست آورید
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دليل .  دارای تقارن هستندzبه عبارت دیگر خطوط ميدان حول محور 
  .نسبت دادϕ به زاویۀ Eوجود این تقارن را می توان به عدم وابستگی 

222
zyx EEEE ++=  

11
2 EE += ⊥

11E

⊥E

  
  zمؤلفۀ ميدان موازی با محور به طوری که 

  zمؤلفۀ ميدان عمود به محور         
  

( )
3

2

11
13

r
CoskPEE z

−
==

θ                

           22
yx EEE +=⊥  

22

3

33
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

ϕθθϕθθ CosCoskPSin
r

CosCoskPCos  

                                                   3

3
r

CoskPSin θθ
=

⊥E

  

 ϕاست یعنی نسبت به ϕنيز مستقل از زاویۀ شود که  مشاهده می
هر دو بدون  و zدارای تقارن است لذا با چرخاندن نمونه طول محور 

 نيز نسبت به دوران حول محور Eلذا ) مطابق شکل(تغيير باقی خواهند ماند 
zناورد است .  

11⊥E E

  
  r<a بسط داخلی ٢-۴- ٢

  .گيریم  را در نظر میaائی به شعاع  در این بسط، نقاط داخل کره
( )

( )
( )

( ) 2
3

2
3

2

ˆˆˆˆ

2

ˆˆˆˆ
2222 θθ arCosar

akzkyjxikq
arCosar

akzkyjxikqE
+

+++
−

−+

−++
=

r

( )

 

  
 رهابا بسط سيستماتيک مخرج کس

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+=−+ − 2

32
3

212 2

2
322 θθ Cos

a
r

a
raaeCosar 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≈ − θCos

a
ra 313                                       

در این بسط از توانهای مرتبه دو و بالاتر 
a
rE  صرف نظر شده است یعنی =

  . در نظر گرفت شده استr<<aحالت 
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 14

( )
2

3

2
3 212 2

2
322

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=++ −−

θθ Cos
a
r

a
raarCosar  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

a
rCosa θ31≈ 3

E

                                        

پس از جایگزینی این روابط در معادله مربوط به 
r

  داریم
( )

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−++
=

a
rCos

a
akzkyjxikqE θ31

ˆˆˆˆ
3

r
  

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+++−
a

rCosa
a

akzkyjxikq θ3ˆˆˆˆ
3  

  پس از جمع کردن ترم ها

5

3
a
kPzxEx =  

5        در دستگاه کارتزین 

3
a
kPzyEy =  

2

3 5

3
z

kP kPzE
a a

= − +  

  در دستگاه کروی 
  ϕθCosrSinx =
  ϕθSinrSiny =

  θrCosz =

5

2Pr3
a

CosCosSinkEx
ϕθθ

=  

5

2Pr3
a

SinCosSinkEy
ϕθθ

=  

5

2

3

Pr3
a

Cosk
a
kpEz

θ
−=  

  نکات
   است یعنیzثابت و فقط دارای مؤلفۀ ) xy) z=0 ميدان روی صفحه -١

3a
kPEz −=0== yx EE

zE

                        

دارای تقارن است، یعنی برای ϕنسبت به زاویۀ  مشاهده می شود که -٢
r ثابت با چرخش حول محور z تغيير نمی کند مقدار .  zE

xyE تابعی از و  از آنجا که -٣ Eϕ هستند لذا نسبت به ϕ دارای تقارن نيستند 
  ولی
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5

2
22 Pr3

a
CosSinkEEE yx

θθ
=+=⊥

⊥E

  

  .ی تقارن است داراϕدر حوالی مرکز نسبت به شود که  مشاهده می
  :١مثال 

  چهار قطبی
دهد که شامل دو قطبی با  شکل یک چهار قطبی الکتریکی را نمایش می

را ممان چهار قطبی این Qکميت . ممان دو قطبی برابر و مخالف یکدیگر
  ميدان الکتریکی این دو قطبی را . توزیع نامند

2
2 2qa

( )

a-  روی محورz ها در فاصلهz>>aمائيد محاسبه ن.  
b-  روی محورy ها در فاصلهy>>aبه دست آورید . 

  
  : حل

a- اگر نقطۀ P روی محور z باشد ميدان در نقطۀ Pبرابر است با   

( )
k

az
kqk

z
kzqk

az
kqE ˆˆˆ

222 +
+−

−
=

r

( )

  

  با بسط مخرج کسرها داریم
( )

2
2

2
22

!2
12211

z
az

z
az

z
azaz −−−

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=− −

−
−−

( )

  

( ) ...
!2

122211 2

2
2

2
22 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−

++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=+ −

−
−−

z
a

z
az

z
azaz  

  با حفظ ترمهای تا مرتبه دو 

z
aE =  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+−+−+= 2222

2

2

2

3212321
z
a

z
a

z
kq

z
kq

z
a

z
a

z
kqE

r
  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+−++= 4

2

3224

2

32

32232
z

kqa
z
kqd

z
kq

z
kq

z
kqa

z
kqa

z
kqE

r
  

k
z
kQk

z
kqa ˆ3ˆ6

44

2

==  

b- ميدان حاصل از حاصل از چهارقطبی روی محور y)  محورxمشابه است (  
) مطابق شکل(گيرد   ها قرار میy روی محور q+برآیند ميدان الکتریکی دو بار 

 xyر راستای عمود به صفحه های ميدان این دو بار د یا به عبارت دیگر مؤلفه
. شوند  با هم جمع میyهای آنها در راستای محور  یکدیگر را خنثی و مؤلفه

  .ها قرار داردyلذا برآیند ميدان الکتریکی چهار قطبی روی محور 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
= j

y
kqCos

qy
kqE ˆ22

222 γ
r

( )

  

2
122 ya

yCos
+

=γ  

( )
j

y
kq

ya
y

ay
kqE ˆ22

22222 2
1

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

++
=

r

( )

  

j
y
kq

ay
kqy ˆ22

222 2
3 −
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
=

( )

         

  y>>aبرای حالت 
2

3

2
3

2

2
322 1

−

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+ −

y
ayay  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= − ...

2
31 2

2
3

y
ay  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≅ −

2

2
3

2
31

y
ay        

  پس

j
y
kq

y
a

y
kqyE ˆ2

2
312

22

2

3 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

r
  

j
y
kq

y
kqa

y
kq ˆ2

2
62

22

2

2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=  

                       j
y
kQ ˆ

2
3

4−=

P

  

  هاست؟yچرا ميدان در جهت منفی محور 
  :٢مثال 

دو قطبی الکتریکی 
r

 همگرا -b واگرا a– مطابق شکل در ميدان الکتریکی 
  .قرار دارد نيروی وارد بر آن را محاسبه نمائيد

a-نيروی وارد به این دو قطبی برابر است با   
( ) ( )ixxqEixqEF ˆˆ ∆++−=

r
  

( ) ( ) i
x
EqxqExqE ˆ
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

++−=                                         

) داده شده استو از مرتبه xول نقطۀ جمله دوم بسط تيلور ح )2x∆ بالاتر صرف 
  .نظر شده است
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i
x
EqF ˆ
∂
∂

=
r

  

0<
∂
∂

x
E است لذا نيروی فوق در جهت منفی محور از انجا که ميدان واگراست 

x هاست .  
b-رسد ی برای این دو قطبی محاسبات مشابه به نتيجه شبه معادله فوق م .

  یعنی 

i
x
EqF ˆ
∂
∂

=
r

  

0
∂
∂

>
x
EF پس .  همگراستEاست زیرا 

r
ولی   .هاستxدر جهت ثبت محور 

  
  ٣ مثال ٢- ۵- ٣

  ها  نيروی بين دوقطبی
نيروئی که به یکدیگر وارد . هائی مطابق شکل در نظر بگيرید دوقطبی  
  .تکنند جاذبه یا دافعه اس می

⎯⎯←⎯→⎯ 21 PP⎯→⎯⎯→⎯ 21 PP

⎯→⎯⎯⎯←⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯⎯→⎯ 321321          PPPPPP

1P2P2P

1P
F
r

2P

                    
  

  :حلّ
a-  در ميدان جاذبه است زیرا دوقطبی و نيروی بين دوقطبی 

 نيروی -٢ل قرار گرفته است و طبق مثال  مطابق شکدوقطبی 
وارد به 

r
1Pبه طرف 

r
  .است

b-  2  دافعه است زیرا از طرف نيروی وارد به دوقطبیP1P
( ) ( )xqExxqEF +∆+−=

r
  

                                       ( ) ( )xqE
x
ExqxqE +
∂
∂

∆−−=  

                                               
x
EP

x
Exq

∂
∂

−=
∂
∂

∆−=       

از آنجا که 
x
E
∂
∂

−2P مثبت است لذا نيروی وارد 
r

  .هاستxدر جهت مثبت محور 

c-  جاذبه و  و  جاذبه، نيروی بين و  نيروی بين ٢مطابق مثال
  . جاذبه استو نيروی بين 

1P2P2P3P

13P

1P

P

2P
r

2P
r

d-  نيروی بين
r

3P نيروی بين  جاذبه و جاذبه است زیرا  و  و 
r

3P  نيروی وارد به ٢در ميدان همگرا قرار گرفته است طبق مثال مطابق شکل 
  .آن جاذبه است

r

 17



                                        
موزش الكترونيكيآ              
٢ زیکفي ٢فصل                                                        دانشگاه علم و صنعت          

 
                                                                   

  
   توزیع پيوسته بار٢- ۶

دهد که بار نيز  همانطور که ماده گسسته است تجربه نشان می  
است بار بنيادی ) quantiaeh(گسسته است یا به عبارت دیگر کوانتيزه 

(elementary change) تشکيل دهندۀ هر بار مثبت یا منفی q دارای مقدار   
  ce 19101060 −×=

...3,2,1              ±±±= =       و nneq
  .تواند مقادیر صحيح مثبت یا منفی را اختيار نماید  فقط میnیعنی 
توان پيوسته  ی از پدیده های الکترواستاتيک، توزیع بار را میدر بسيار  
هائی مانند  شرط پيوستگی بار آنست که توزیع بار متشکل از حجمی. گرفت

εبه طوری که . اند باشد که نه ميکروسکپی و نه ماکروسکپی  
31 L

n
<<<< ε  

 کوچکترین بعد ماکروسکپی توزیع بار Lم و  تعداد بارها بر واحد حجnکه در آن 
گوید که شرط پيوستگی توزیع بار مسلماً برقرار است  رابطه فوق می. است

وجود داشته باشد که خيلی بزرگتر از حجمی باشد که εاگر حجمی مانند 
توسط یک بار اشغال شده است ولی خيلی کوچکتر از حجم ماکروسکپی 

اشد و با وجود این تعداد زیادی بار داخل آن قرار گيرد مثلاً چيزی در سيستم ب
به طور مثال در سيالات، شرط پيوستگی سيال برای مایعات و . 10حدود 

 ميکرومتر در شرایط ٢گازها برقرار است زیرا در حجم یک مکعب گاز به ابعاد 
  ملکول وجود دارد و برای یک مایع حدود 2نرمال دما و فشار حدود 

 .ملکول

9

510×11102×

 
   چگالی حجمی یک توزیع بار٢-۶- ١
a- اگر q در حجم v بطور یکنواخت توزیع شده باشد ρ چگالی حجمی بار را 

  .توان به صورت زیر تعریف نمود می
  

⎟⎟=ثابت 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

مترمکعب
کولمب

v
q      ρ

v

  

b- اگر q در حجم v بطور یکنواخت توزیع نشده باشد در هر نقطه از توزیع بار 
)∆q باشد گيریم اگر بار داخل آن   را در نظر می∆یک المان حجم مانند  )rrρ به
  شود طریق زیر تعریف می

( )
dv
dq

v
qr

v
=

∆
∆

=
→∆ ε

ρ limr 

( )dvrdq rρ= 
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Dv ،المان حجم( )rrρ چگالی حجمی و dqبار داخل المان حجم .  
  
   چگالی سطحی بار ٢-۶- ٢

شود، مثلاً بار روی  در بسياری مواقع بار روی یک سطح توزیع می  
  کنيم ی را تعریف مσسطح یک کرۀ هادی، لذا چگالی سطحی یک توزیع بار 

a- اگر بار q روی سطح sبطور یکنواخت توزیع شده باشد   

ثابت
مترمربع
کولمب

s
q

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=σ

s∆
q∆

dsdq

  

b- اگر بار q روی سطح s که  دارای توزیع غير یکنواخت باشد المان سطح 
  گيریم  در نظر میs است را روی سطح دارای بار 

 σ=
 چگالی بار که تابعی از مختصات سطح است و σ المان سطح، dsکه در آن 

dqبار روی المان سطح .  
  
   چگالی خطی٢-۶-٣
a- اگر بار qائی به طول   روی ميلهl بطور یکنواخت توزیع شده باشد چگالی 

  برابر است با λخطی بار 

ثابت
متر
کولن

l
q

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=λ

l∆
q

  

  روی ميلۀ بطور غير یکنواخت توزیع شده باشد، با در نظر گرفتن qاگر بار 
  کنيم  را به طریق زیر تعریف میλ است ∆روی ميله که دارای بار 

dl
dq

l
q

l
=

∆
∆

=
→∆ ε

λ lim

dldq

  

  یا
  λ=

 بار روی dqتابعی از مختصر توزیع خطی بار و λ المان طول ميله dlکه در ان 
  .المان طول می باشد

  
   ميدان الکتریکی توزیع پيوسته بار٢- ٧

های پيوسته را استخراج  لمب برای توزیعودر این قسمت رابطه ک  
می، سطحی یا خطی تواند حج کنيم یک توزیع همانطور که گفته شد می می
  .باشد

  
   ميدان توزیع حجمی بار٢-٧- ١
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)یک توزیع حجمی بار به چگالی    )rrρخواهيم ميدان   را در نظر بگيرید می
  .الکتریکی حاصل از آن را در یک نقطه داخل یا خارج توزیع به دست آوریم

1rr طابق شکل در نظر بگيریم ميدان  م را در موضع dvاگر المان حجم   
 داخل این المان حجم با استفاده از ميدان بار dqالکتریکی حاصل از بار 

 قرار 1rr که در موضع qائی  ميدان بار نقطه.  قابل محاسبه استqائی  نقطه
   برابر است باrrدارد در نقطۀ 

( )
1

1

21 rr
rr

rr

qkrE rr

rr

rr
rr

−
=

1

  

rr rrميدان بار  قرار دارد در نقطۀ    برابر است باdq که در موضع 

( )
1

1

21 rr
rr

rr

dqkrEd rr

rr

rr
rr

−
=  

)پس ميدان کل یعنی  )σrr
E

( )

  برابر است با انتگرال رابطه فوق
( ) ( )( )

∫∫
−

−
=

−

−
=

توز ووز توزارو ووز وو rr

drrrk
rr

rrdqkrE 31

11

31

1

r

rrr

rr

rr
rr ρ  

  
   ميدان توزیع سطحی بار٢-٧-٢

) توزیع سطحی بار به چگالی یک   )1rrσخواهيم  را در نظر بگيرید می
   به دست آوریمrrميدان الکتریکی را حاصل از این توزیع را در نقطه 

  ائی با استفاده از ميدان بار نقطه

( )
1

1

21 rr
rr

rr

dqkrEd rr

rr

rr
rr

−
=

( )

  

  لذا
( )

∫
−

= 31

1

rr

rrdqkrE rr

rr
rr  

( )( )                                         ∫
′−

= 31

11

rr

sdrrrk rr

rrrσ  

  
   ميدان توزیع خطی بار٢-٧-٣

)یک توزیع خطی بار به چگالی    )rrλمطابق شکل در نظر بگيرید  .
  . به دست آوریمrrخواهيم ميدان الکتریکی حاصل از این توزیع را در نقطه  می

  ائی ه از ميدان بار نقطهبا استفاد
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( )
1

1

21 rr
rr

rr

dqkrEd rr

rr

rr
rr

−
=

( )

  

( )
∫

−
= 31

1

rr

rrdqkrE rr

rr
rr

( )

  

( )
∫

−
= 31

1

rr

rrdlkrE rr

rr
rr λ  

  
   خلاصه٢-٧-۴

  ميدان الکتریکی حاصل از یک توزیع پيوسته بار  
( )

∫
−

= 31

1

rr

rrdqkE rr

rrr
  

( ) vdrdq ′= 1rρ   .، انتگرال سه گانه استاگر توزیع حجمی باشد  -١
( ) sdrdq ′= 1rσ  .، انتگرال دوگانه استی باشد اگر توزیع سطح -٢

( ) ldrdq ′= 1rλ  .، انتگرال یگانه استاگر توزیع خطی باشد  -٣
  .کند و مختصات مورد نياز را هندسه توزیع مشخص می

  ١ مثال ٢-٨- ١
را هستند λ که دارای بار خطی به چگالی یکنواخت Lدو ميله به طول   

کند را  مطابق شکل در نظر بگيرید نيروئی که این دو ميله به یکدیگر وارد می
  .محاسبه نمائيد

  .دستگاه مختصاتی مطابق شکل اختيار نمائيد
 را ٢ روی یک نقطه دلخواه از ميله ١ميدان الکتریکی ميله  ميله 

( )21F
r

xE1

r
خواهيم  را می ١ از طرف ميله٢نيروی وارد به ميله . نمایيم می

2dq   برابر است با  ٢نيروی وارد به المان بار ميله . محاسبه نمائيم
( ) ( ) dxxEdqxEFd λ12121

rrr
==

( ) dxxEF
dL

dL

λ∫
+

+

=
2

121

rr

  
  ١ از طرف ميله ٢لذا نيروی کل وارد به ميلۀ 

  

)برای محاسبه  )xE1

r
ها از رابطه کولمب xۀ دلخواه روی محور  در یک نقط

  .کنيم استفاده می

( ) ( )
∫

−

−
= 31

1

1
rr

rrdqkrE rr

rr
rr

  

xir        دهيم   نمایش میrr را با بردار xموضع ميدان در نقطۀ  ˆ=
r
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را با بردار موضع المان بار در نقطۀ  1x1rrدهيم   نمایش می   
    11 xir ˆ=r

1dxdq λ=

( )111 ˆˆˆ xxixixirr −=−=−

                  المان بار 
    موقعيت المان بار نسبت به نقطۀ ميدان 

  rr  
  لذا

( )
( )31

11

1

ˆˆ

xx
xixidxkE

−

−
=

λr

( )
( )

  

LL

xx
ki

xx
dxkixE oo

r
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
=

−
= ∫ 121

1

1
1ˆˆ λλ  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

xLx
ki 11ˆ λ                                  

)با قرار دادن  )xE1

r
   دررابطۀ نيرو داریم

  

dx
xLx

kiF
dL

dL
λλ∫

+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

2

21
11ˆr

  

∫
+

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

dL

dL
dx

xLx
ki

22 11ˆ λ                                            

[ ( )                                      ]dL
dL

dL
dL xLxki +

+
+

+ −−= 222 lnlnˆ λ  

                                      
dL
dL

d
dLki

+
+

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

=
2lnlnˆ 2λ       

                               ( )
( )dLd

dLki

dL
dL

Lki d
d

+
+

=

+
+
+

2
ˆ

2
lnˆ

2
22 λλ=     

  
  ٢ مثال ٢-٨- ٢

نهایت طویل را که  ميدان الکتریکی حاصل از یک توزیع خطی بار بی  
ر دارد را به  از آن قراl که در فاصله Pاست را در نقطۀ λحامل بار به چگالی 

  .دست آورید
  

  : حلّ
نهایت بر  ابتدا دستگاه مختصات را بنحوی اختيار می کنيم که توزیع خطی بی

برای .  در ربع اوّل قرار گيردxy روی صفحه Pها منطبق شود و نقطۀ zمحور 
  .نمائيم حلّ این مسأله از طریق قانون کولمب اقدام می
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( ) ( )
∫

−
= 31

1

rr

rrdqkrE rr

rr
rr  

های موجود قانون  ترن راه حلّ برای این مسأله به علت تقارن مناسب: توجه[
گی از قانون کولمب حلّ  گوس است ولی ما این مسأله را به دليل آموزنده

  ]می نمائيم
xy                 ρρ روی صفحه Pموقعيت نقطۀ  ˆ=rr

kzr ˆ1 =
r

  
                 موقعيت المان بار روی توزیع خطی بار

  )از روی شکل(فاصله المان بار نسبت به نقطۀ ميدان 
  ( ) 2

1221 zrr +=− ρrr  

dzdldq                        المان بار λλ ==

( ) ( )

  پس
( )

( )∫
∞

∞− +

−
=∂=

2
322

ˆˆ
//

z
kzdzkErE

ρ

ρρλϕρ
rrr

( )

  

( )∫∫
∞

∞−

∞

∞− +
−

+
=

2
3

2
3 2222

ˆˆ
z

dzk
z

zdzkk
ρ

δλρρ
ρ

λ

( )
( )

  

2
322 z

zzf
+

=
ρ

 تابع فرد انتگرال اولی صفر است زیرا تابع زیر این انتگرال 

)چون است  ) ( )zfzf  انتگرال یک تابع فرد وقتی حدود انتگرال قرینه باشد =−−
  برابر صفر است یعنی 

( ) 0=∫− dzzf
a

a

( )
( )

  

  لذا

∫
∞

∞− +
−=

2
322

ˆ0//
z

dzkE
ρ

λρρϕρ
r

  

)تابع زیر این انتگرال  )
( ) 2

322

1

z
zg

+
=

ρ
( ) ( )zgzg −=

( ) ( )dzzgdzzg
aa

a ∫∫ =
− o

2

( )

 یک تابع زوج است زیرا 

  ع زوج روی حدود قرینهانتگرال یک تاب
  

  پس

( )∫
∞

+
=

o

r

2
322

20
z

dzkE
ρ

λρρϕρ ˆ,,

( )

  

∞

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−= o

2
1222

ˆ2
z

zk
ρρ

λρρ                                     
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 24

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−= 2

10ˆ2
ρ

λρρx                                                   

                                                             
ρ
λρ k2ˆ=

E
r

     

  
  نکات

ρ̂ است و در جهت z و ϕمستقل از  رابطۀ -a  .است
است  zمستقل از ثابت است از آنجا که ρائی به شعاع  ميدان روی دایره

ای به شعاع   بر استوانهلذا ميدان 
E
r

E
r

ρ که محور آن z است عمود و مقدار آن 
  .ثابت است

b- جهت ميدان الکتریکی ρ̂ با توجه به تقارن مسأله با استدلال فيزیکی قابل
  .استخراج است

 دارای یک xyی توزیع بار خطی نسبت به صفحه مطابق شکل هر المان بار رو
ρ̂  . استالمان قرینه است لذا برآیند این دو ميدان در جهت 

c-ای به طول   شار الکتریکی گذرنده از سطح جانبی استوانهL و شعاع به 
  .  سادگی قابل محاسبه است

∫= dsEQE .
r

r  

dsیعنی. لمان سطح جانبی استوانه استا  
  dtdds  ˆ ϕρρ=

dzdkQ
L

E  ˆ.ˆ22
ϕρρρ

ρ
λπ

∫ ∫=
o o

r

LLk

  

                                             λππλ ×=××= 422
   ٣ مثال ٢-٨-٣

. استλ حامل بار یکنواخت خطی به چگالی Rحلقۀ دایروی به شعاع   
  . روی محور حلقه بيآبيدPی را در نقطۀ ميدان الکتریک

  :حلّ

( ) ( ) ∫       ميدان الکتریکی
−

= 31

1

rr

rrdqkrE rr

rr
rr

kzr ˆ=
r

ρ̂1 Rr =
r

 

  

                موقعيت نقطۀ ميدان
                  موقعيت المان بار

   مقدار بردار موقعيت نقطۀ ميدان نسبت به المان بار
 ( ) 2

1221 Rzrr +=−
rr  

ϕλλ                  مان بارال Rddldq ==
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( ) ( )
( )∫

+

−
=

π ρϕλ2

22 2
3

ˆˆ
,0,0

o

r

zR
RzkkdkzE

( )

  

                 
( ) ∫∫

+
−

+
=

ππ
ϕρλϕλ 22

22

2

22
ˆ

''

ˆ
2

3
2

3
oo

d
zR
Rkd

zR
kRzk  

  انتگرال دوی برابر صفر است زیرا
( ) ϕϕϕϕρ

π
dSinjCosid∫ ∫ +=

2 ˆˆˆ
o

  

                                ∫ ∫+= ϕϕϕϕ dSinjdCosi  ˆ ˆ  

                                       ππ ϕϕ 22 ˆˆ
oo CosjSini −=

0

( )
( )

  

                                                                   =                    

2
322

2,0,0
zR

RzkzE
+

=
λπr

  

  :نکته
  . با استفاده از تقارن نيز قابل استخراج استPجهت ميدان در نقطۀ   

  هاستzمان قرینه در جهت محور جمع ميدان حاصل از المان بار و ال
  
  ۴ مثال ٢-٨-۴

نهایت که دارای بار سطحی به چگالی  ميدان الکتریکی یک صفحه بی  
 از ان قرار دارد را محاسبه z که در فاصله P است را در نقطۀ σیکنواخت 

  .نمائيد
  

  : حلّ
 روی Pطۀ  قرار دارد و نقxyنهایت روی صفحه  فرض کنيد صفحه بی  
  ها قرار گرفته باشدzمحور 
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−
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1
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kzr ˆ=
r

ρρ ˆ1 =rr

  

                        موقعيت نقطۀ ميدان 
                   موقعيت المان بار در ربع اوّل

 نقطۀ ميدان نسبت به المان بار) از روی شکل(مقدار بردار 
  ( ) 2

1221 zr +=− ρr rr    

dsdq                  المان بار  σ=
Ds المان سطحی با zائی   ثابت است دو دستگاه استوانه   ϕρρ ddds =
ϕρσρ                        پس dddq   =
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ρ̂انتگرل (انتگرال دومی صفر است زیرا 

( )
( )

ل برابر صفر  روی پریود کام

  ) است
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∞

+
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  ١نکته 
امکان حل این مسأله در دستگاه کارتزین نيز وجود دارد، صرفاً به   

  .پردازیم فرموله کردن آن می
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∞
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∞

− ++

−−
=

σ

σ
2

3222

ˆˆˆ
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پس از گرفتن انتگرال فوق جواب 
o

r

ε
σ
2

2ˆ
2 kE +

E

  .خواهد بود

  ٢نکته 
ه قانون گوس است که بعداً به آن تر برای حلّ این مسأل راه حلّ مناسب  

  .خواهيم پرداخت
  ٣نکته 
جهت ميدان   

r
این مسأله قابل . عمود به صفحه بی نهایت است

هائی تبدیل نمائيم، ميدان کل برابر  بينی ایست اگر صفحه را به حلقه پيش
  ها است با جمع ميادین این حلقه
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  ۵ مثال ٢-٨-۵

است σ حامل بار سطحی به چگالی یکنواخت Rدیسکی به شعاع   
  . روی محور آن به دست آوریدPميدان حاصل از این دیسک را در نقطۀ 

 و xyدستگاه مختصات را بنحوی اختيار می نمائيم که دیسک روی صفحه 
ميدان الکتریکی از رابطه کولمب به دست . ها قرار گيردz روی محور Pنقطۀ 
  .دميآی
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−
= 31
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rrdqkrE rr

rrr

zkr ˆ=r

ρρ̂=1rr

  

                موضع نقطۀ ميدان
                  موضع المان بار

  تعداد موقعيت نقطۀ ميدان نسبت به المان بار از روی شکل
  ( ) 2

1221 zrr +=− ρrr  

ϕρσρσ                المان بار  dddsdq ==
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ρ̂انتگرال دومی صفر است زیرا انتگرال 

( )
  .ستروی پریود کامل برابر صفر ا

( )[ ] RzzkkzE o
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2

1222ˆ,0,0 −
+−= ρπσ

( )

  

zzR
zkk 112

2
122 +

= σπˆ

( )

                                     

+
=

2
122

12
zR

zzkk σπˆ                                       

برخلاف تصور که ميدان در مرکز دیسک به علت تقارن ممکن صفر باشد : نکته
  از رابطه فوق با حدّگيری 
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( )
o

o

r

ε
σ

2
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→
  

  .نهایت است که برابر ميدان حاصل از یک صفحه بی
  
  ۶ مثال ٢-٨-۶

ϕλλائی با چگالی بار خطی غير یکنواخت  حلقه   Coso=

( )

را مطابق شکل 
  . روی محور آن بيآبيدPميدان این حلقه را در نقطۀ . در نظر بگيرید

( )
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−
= 31

1

rr

rrdqkrE rr
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zkr ˆ=
r

Rr ρ̂1 =
r

  

            موضع ميدان 
            موضع المان بار

)    فاصله المان بار از نقطۀ ميدان مطابق شکل ) 2
1221 zRrr +=−

rr  
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3

oo

oo
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dCos
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RkdCos
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RzkkzE  

ϕCosانتگرال اوّلی برابر صفر است زیرا انتگرال روی پریود کامل 
ϕϕρ SinjCosi ˆˆˆ +=

( )
( )

 برابر صفر
  و انتگرال دوّم به نوشتن . است

( ) ϕϕϕϕ
λ π

dSinjCosiCos
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+
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ϕ2و ϕ2Sinنتگرال دوّم و سوّم برابر صفر نه زیرا انتگرال روی پریود کامل ا

( )
( )

Cos 
  .برابر صفر است

222
ˆ,0,0 e

zR

RkizE
+

−= o
r πλ  
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  ٧ مثال ٢-٨-٧

)بار الکتریکی با چگالی سطحی    )22 yx +=ασ

( )

 روی سطح مربعی 
 مبدأ مختصات به oن الکتریکی را در نقطۀ مطابق شکل توزیع شده است ميدا

  .دست آورید
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∫
−

= 31

1
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rrdqkrE rr
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0=rr

yjxir ˆˆ +=1

  

              وضع ميدان 
  r          موضع المان بار

)      فاصله المان بار از نقطۀ ميدان ) 2
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انتگرال اوّل صفر است زیرا تابع زیر انتگرال 
2

122 yx
x
+

( )
( )

تابع فرد است، انتگرال 

  .تابع فرد روی حدود قرینه برابر صفر است
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  ٨ مثال ٢-٨-٨
αρσ و با چگالی Rدیسکی به شعاع    =

( )

را مطابق شکل در نظر بگيرید 
  . لبه دیسک را به دست آوریدoميدان الکتریکی در نقطۀ 
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rr
rr

0

  

rr=          موقعيت ميدان

ρρ̂1 =rr
  

            موقعيت المان بار
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 به ρکند، یعنی تغييرات   تغيير میϕRCos2 تا 0از ρحدود انتگرال برای 
ϕ بستگی دارد، برایϕ دلخواه حدود تغييرات از روی شکل فوق به دست 

  .آید می
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  ٩ مثال ٢-٨-٩

ای به  روی سطح جانبی استوانهσریکی بار سطحی یکنواخت الکت  
 مرکز سطح قاعده oميدان الکتریکی را در نقطۀ .  قرار داردL و طول Rشعاع 

  .استوانه به دست آورید
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                موقعيت ميدان
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ρ̂انتگرال اوّل صفر است زیرا انتگرال 

( )
  .ریود کامل برابر صفر استروی پ

[ ]( ) LzRRkkE o

r
2

1222ˆ0,0,0 −
+−−= σπ  

                                    
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−−=

2
122

112ˆ
LRR

Rkk σπ    

  ١٠ مثال ٢-٨-١٠
اگر عرقچينی .  در نظر بگيریدσ با چگالی بار Rپوستۀ کروی به شعاع   

. باشدγس مخروط مربوطه مطابق شکل از آن برداشته شود بطور که زاویه رأ
  . روی سطح کره و مرکز عرقچين به دست آوریدPميدان الکتریکی را در نقطۀ 
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θϕθϕθ        از آنجا که  CoskSinSinjCosSinir ˆˆˆˆ ++=   
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 ϕCos و ϕSin صفرند زیرا، انتگرال روی پریود کامل  و  انتگرال در جهات
  .برابر صفر است

  ١١ مثال ٢-٨-١١
مطابق شکل را در نظر λ و چگالی یکنواخت Rیک نيم حلقه به شعاع   
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  ١٢ مثال ٢-٨-١٢
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  ١٣ مثال ٢-٨-١٣
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  ١۴ مثال ٢-٨-١۴
بار .  مطابق شکل در نظر بگيریدhو به ارتفاع θمخروطی به زاویۀ رأس   

oρ  .بطور یکنواخت در آن توزیع شده استحجمی 
  . رأس مخروط به دست آوریدoميدان الکتریکی را در نقطۀ 
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ϕϕهای اوّل و دوّم صفرند زیرا انتگرال روی پریود کامل  انتگرال CosSin  
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 چگالی سطحی این σ. مخروطی ناقص مطابق شکل در نظر بگيرید  
ميدان . مخروط یکنواخت است و روی سطح جانبی آن توزیع شده است

  . مبدأ دستگاه مختصات به دست آوریدoالکتریکی را در نقطۀ 
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