
��� ���� ��	 
 ���� �b ����

�� ���� ��	
�� ���� � �	���� ����� ������ ���� �� ��	�� ���  !"#� $%� ��&
� �� ��'%

�(� )'�% �� *��� �	�+, ��	�� ����� b �- � �!��� ���� ��!( ����� ���� � �,�	
�� ��.��- /�!,��

/�	� �,%�#, 0	- �	�� ���� �1��- ��!2 � �� �	&�, % 3�4 �5��#, �)�� �
2� 6�� ��"7

%� �	�� 8�9 *�.���� ���� :���. 6�� ��"7 ;�� < 6�� �� *�!���. ��-�=� ��!(�. % ��!( �����

���	(�� ��!> �� ��	�� �!?� @1�� @�1 �� B % A A��. *�.���� ���� b % a @�B� ��	�� ���

�C��.� � �� ���(�D b .�-� �(� $�� *����� ���� b % a E	,�, � ��-$!> OB % OA ��-FG���D �

�B b ��. @1�� @�1 �� ����� )>��, b ��. ��	�� �1� ������� H�+� ;�� % B I��� � % �	�� C�� OA

)>��, b ��. % J@1� b� a ����� OC FG���D $!> ��+�K �-��� :���. �� b� a ��� �C b��. ��+�

�1� O C� FG�	. %� 3�4 6�� ���� *@1� b� a ��� �L=���. �D b ��. ��+� �B M7 @�1 ��

����� OB $!> % ���% ����� OU $!> � ���	(�� ��!> �� B % U A��. FG�	. N� �%� *�	����

FG �(� $�� *���� a ����� OA $!> � �	���� ��	�G� �!?. � A b ��. �L�� FG�	. �%� *���� b

$!> � @1� ��!> C ��+� ��L�� FG�	. �� /O �'P, b ��. ��	�� �1� UA��C�!� � B C� ��1��

�1� �� �

b
���� .!L7 �	.��� @1� �9�� a

b
@�&. �	1�, ���� *J�-Q
B� ��=, �����K @1� ab ����� OC

���% $!> %� �- OV % OU � ���	L� ��!> �� V % U A��. �O �� )>���� FG�	. %� �%� *�	��

��!2 ;�� �� *���� b ����� OB $!> � ���	(�� ��!> OU FG�	. �%� �� B b��. *����� ����

O C� R�
2�9 � ����� )�' B� ����. �� �� �L�� FG �!� �1� BV ��C�!� � U C� � ��G

�1� O I��� % ���% H�+� � ������� � @1� ;�� ��L�� $!�+� R%� *J��=, �f��S�K @1� �
b
�����

<

www.mohandesyar.com



@&T. *���� b ����� OB $!> � ���	(�� ��!> �� B b ��. �O C� )>�1 ��G�	. �%� *�	����

C� % �	���� �1� ����� �� �1��� B C� ��!2 ;�� �� *���� ����� U��G B VD �b � � �	�� 8�9

*J�-Q
B� ��=, �f��S�K @1� �
b
����� O C� �B� ��!�� ��D b 
2�9 *�	���� �!�� OB �� W��, b ��.

*���	(�� �X. �� �� Y�� �����9 W!�+� 6�� /��- � +���� �� �b � � ����

Y�� ��-R%� C� /����� E1��� ��	(���' �� /�!,�� ������ �#�� b % a �%� �- �� ��� ��(�-

���	1�, ������ ��� ���� b % a $!> � ���-FG���D ��(�- � @1� ��Z 6��' I	. ;�� *��� ���#�1�

*���&- ���� 6��' U����	[ :�FG % ��(�D N�� � \!9 �1��-

�	�� 8�9 *�	 �� ]	2!, ���� �� ���&� ��!2 � �� �
2� 6�� ��"7 �	-�!G�� $��

^��� �1�?� �� a� b ���� .!L7 *����� @�B� ��� %� b � b��b�b�b� � � � % a � a��a�a�a� � � �

a �(� �
� �!> � *����G!�O /��&�� �� �� a � b b �1�?� R%� ����� �!�T� b % a ���=�� F&� �(�

_	?2 ��� n�� m�� n�m �S��� �� � ��	&�!.�� b � m�

n� % a � m

n
��!2 � �� �".O ������ ��!( b %

� @1� ;�%� *����� ��!(�. b % a � @1� ��'% 6�=� *a� b � nm
��n�

m

nn� ����� % ����&- @�B�

;�� @1�� @�1 �� � ���C @&	. !L��!� �S��� �� @1�� @�1 C� ���=�� )�� �.��&�� ����!L`�

*����. �!�% ��%�� b��. % �.!���. �!�T� �����

a� � a� a� a� � � �
� b� � b� b� b� � � �

�

C� VD �'� Y�� ��� %� C� N� �- �(� *��� a��� ��C ��!2 � �
�� E���, ��� N� /�!,�� �`%

� � � �O�� @1� � b� � b��b� � � �bn % a� � a��a� � � �an ��-��� �	��  �!�T� ��=�� � '� n

���� 5��> � �� b� % a� �(� $�� *���&- �

��n
�%�&� �� ���7!� ���G �� N� �- b % a ��-E���,

��+� � �

��n
/�!,�� n ;�9�( c�I� �� *���� 
2�9 a� b H!�S� �� �� �

��n
�B���� 62�� �	�� )��

�� a� b � ��� /�=. �(��1 � /�!,�� /!��� *��� N7!� ��!T`� � �� �)�� 62�� ���G �B����

U�T� 8�9 �K @�&'U��G % 3�d
2�� ��!� �� *@1�-E���, ;�� ��Y�� /��� ;����7!� )'�%

�(� ��!� %� ;�� �� �`% ��� ���#�1� E���, ���� �!�T� ��-�&� C� �"��=� R%� � /�!,�� J� ��

% jab� a�b�j ��+� �@�&'U��G % 3�462�� ���G ;	�T, �jb� b�j � �

��n
% ja� a�j � �

��n

e

www.mohandesyar.com



���� �`��.� ����L�-� /�!�� ��C ��,�
� % C�1��� ��!"#� ��C �� *@&	. �(��1 ;�� � ja
b
� a�

b�
j

*@��� �-�!G I	. ��L�� /�%��9 ��-������ % @1� ���!� ;�� b �- ��.�	(�� �� � �	����

g@1� _	?2 ����� C� 6�=�� ��C 6�� � ���!�S� _	?2 ����� C� ���� N� C� /���!h��

fk� k � �� k� �� � � �g

���� _	?2 ����� C� +�' N� S �(� *@1� k �%�&� �� ��(�I� _	?2 ����� b�- 6��� +�' ��+�

n !d� �- � aE	,�, ;��� *����.�� �E ��� �	
��� N� �� a � S �� E )��, �- ��!�S� N� E %

� �� a )��, ��!h, % an �	&�!.�� a�n� ��� � Yf !�+� *�-��� @�&. E C� a�n� ��h�� �S C�

g�	���� ]��� ��!+2 E	,�,

ak� ak��� ak��� � � � J<K

)��, N� �� `��.� ���� ��� � Yf !�+� E	,�, ;��� *�%��� ���� `��.� :���. ���� I	. �ai��i�k ���.

���i(����� k C� E	,�, � � �	���� ��
, E �2��� C� ���!�S� �� `��.� ��	�� ��
, E � S C�

a )��, ��+��, /��C � �� ������ I����� �E ��d�� /�!�� � ��- ai � ����. ��%I` �f��4 *@1� ���

*�!���. 8�9 N� � N� �f�%I`

���� ��� �	
��

g�	���� ]��+, ��C ��!2 � �� a � f������ � � �g �� R `��.� �������

an �
�

n

*����� )�S, � b��. �!1 � � @1� ��	�� ����� C� `��.� N� ;��

��!2 � � a � f������ � � �g �� R `��.� �������

an � n�
�

n

j

www.mohandesyar.com



% �!��� ��(�I� k���, � nV��.� :��I9� �� � @1� ��	�� ����� C� �L�� ��`��.� �!��� ]��+,

*�����. )�S, ��0	-

g���	(�� �X. �� ��C ��!2 � �� a � f������ � � �g �� C `��.� �������

an �
in

n

gC� ��,���� `��.� ;�� $%� b 
�� ��7

i�
��

�
�
�i

�
�
�

�
�
i

�
�
��

�
� � � �

)�S, � �!1 � % ������ �	1 �f �%���� �� ?#2 �!?� �	. ��"7 �=G�7 ��!2 � ����� ;��

*Je 6��K ������

l � f������ � � �g �� L )��, % ���	(�� ?#2 �� @1�� A!�G b �!�S� �� L �������

@1�� FG ��+� �@1� nE	� �� � C� ��i( @1�� FG ln �� l�n� g�	���� ]��+, ��C ��!2 � ��

*����� 6	� y �!?� �!1 � � @1� @1�� A!�G b `��.� N� ;�� *Jj 6��K y � nx

��!2 � �� c � f���� � � �g �� F )��, % ���	(�� R � R C� ��-)��, b�!�S� �� F �	�����

*��
n

3%��, �b�%� �� @1� ��%��, )��, N� cn �- *Jl 6��K @1� cosnx )��, c�n� g�	���� ]��+, ��C

/O �� � a � S �� E ��-`��.� ��+� ��C���D�� ���� ��-`��.� � F�9 �� 
��� ;�� ��

R � �S.O C� % �	&�! .�� F
�T� ����� ��-`� � .� ��� � �� �
� Q?� *@1� R � � C Yf !�+� E

����� C� ���-`��.� /�!�� � I	. �� ��	�� ����� ��-`��.� /�!,�� ��!��� ��
, C C� ���!�S���C

:��I9� � � � �	�	 ��� Jjm<mnK % J<m<mnK ��.�� �-$�B� �d+� �� *@9�( �X. �� F
�T�

��-��L�1� o	T=, �� ��� @'� �(� *�.!��� N��I. �2�G b ��. � `��.� ��d�� �n V��.�

���' )�S, b��. � @�&. e C� ���7!� ��
2�9 �� `��.� ��d�� �(� ��L.O ����� e � � Pf B� ��-�=�

;�� *@1� ��	1� /!�1 @`�� � `��.� � ��L.� ���� I	�, )�S, b ��. C� �� �".O /�!,��. ��L.O ��.�	(

g�	���� ]��+, ��C 5	'� 6�� � % �	��.�� �����L�-� ��  !"#�

6	� a� � an �	�!(�� �� �	��.�� ���� a� �b ��� �� �� a � S �� C b `��.� 
���� �����

Jlimn�� an � a� �� �an �� a� �	&�!.�� %K ������

l

www.mohandesyar.com



��L.O �n � N ��(�- � ���� ���� �!�% N @�B� _	?2 ��� �e � � �- ���� � �,�!2 ��

*jan � a�j � e

�N ��
��� @1� ���' ��!� �!X�� � e � � o	T=, b ��� �- �]��+, ;�� 5�> � �	�� �!,

o	T=, 6��' �	[ a� C� �- an ��+� � 
��� /O C� � ���� ���� �!�% �e � �&��% $!2Y��
�

*�����

���� ��� �
��

�� ��!� �!X�� e � � �(� � ���C �

n
�� � ����� �S��� �� *�	�� �!, <m<mn $�B� � �������

g��L.O �n � N ��(�- g����� � �
N
� e ��+� ��

e
C� ��(�I� N _	?2 ��� ;�9�(

j
�

n
� �j �

�

n
�
�

N
� e

�f��S� �(� ���� ���� e � � �- ���� � ���C @1��L�- � � `��.� �jmjmn $�B� �� �������

g����� n � N ���� *���	(�� �

e
C� ��(�I� �� N

j
in

n
� �j �

jijn

n
�
�

n
�
�

N
� e

`��.� *���� ���=�� F&� ��!2 � @�B� ��� N� c� c��c�c�c� � � � �	�� 8�9 �������

g��+� ��	���� ]��+, ��� ;�� b �!�T� ��-F&� ��!2 � �� Cn

C� � c� � C� � c��c� � C� � c��c�c� � � � �

�

��N
� e � ���	(�� ��!> �� N ��� *���� ��� ���� e � � �	�� 8�9 *Cn �� c �	���� ����

g����� n � N ����

jc� Cnj � ��� � � ��cn��cn�� � � ��
�

��n
�

�

��N
� e

C� ��`��.� fa�� a�� a�� � � �g �	�� 8�9 *��� �	�+, ��!2 ;��� /�!,�� �� \!9 $�B� �������

*���� ��Y�� /��� ����� fa�� a�� a�� � � �g b �!�S� % a� � a� � a� � � � � � ���� ��	�� �����

p

www.mohandesyar.com



62� 5�> � �	.���� @&T. *����� 6	� \!9 b�!�S� ��Y�� /��� ;����7!� � an �	-��� /�=.

� e � � �- $�� *���� �!�% a� ��Y�� /��� ;����7!� fa�� a�� a�� � � �g b �!�S� ���� @	���,

� �S.O C� ���	L. ���' �C�� ;�� �� aN 0	- �(� *�	���� ��L. 	a�� e� a� � e
 �C�� � ��!� �!X��

;������� *n �- ���� an � a� � e �	��� ���� ���� �@1�- an b �!�S� ���� ��Y�� /��� N� a�

;�� qPG � �!� �-�!G �a� C� ���7!� ��!�S� ���� ��Y�� /��� N� a� % a� � e ;	� ��� �-

�� aN � ���� �!�% N VD *������ fa�� a�� � � �g ���� ��Y�� /��� �������� a� � @1� 8�9

�- % @1� �`%I.�	[ �an� b `��.� � �S.O C� *a� � e � aN � a� ��`� *��	(�� ���' 	a�� e� a� � e


g����� n � N �- ���� ����� /O �%�&� �� a� ��Y�� /��� C� ���7!� ���� an

a� � e � aN � an � a�

*@1� ���'�� jan � a�j � e �%�&��. �n � N �- ���� ;�������

�H!�S� �1�?� R%� ��+� �����(�� C�� �� ���� :T� ;�� C�[O �� � ��`�b&� � /!���

�� ��C ���I( *�	���� �1��� �� ;�G�1 �!�T� E���, �� ��	�� ����� @�&'U��G % 3�462��

*@��� �-�!G I	. ��L�� ��	&� ���#�1� ���!� �f�+� % @1� r�G C�	. ;�� C� �,�
� )'�%

% an �� a� � ����� F
�T� ����� b `��.� %� �bn��n�k % �an��n�k �	�� 8�9 
����� �����

g��!2 ;�� �� *bn �� b�

*cn �� a� � b� ����� ��	�� ]��+, cn � an � bn ��!2 � �� �cn��n�k b `��.� �(� J]`�

*cn �� a� � b� ����� ��	�� ]��+, cn � an � bn ��!2 � �� �cn��n�k b `��.� �(� J3

cn � an

bn
��!2 � �� �cn��n�k b `�� .� % b� �� � % n �- ���� bn �� � �	�� 8�9 �f 9�d� �(� JU

*cn �� a
�

b�
����� ��	�� ]��+,

n � N  � � 	 � ��� !S �&� ��!> �� N ���� � ��� ���� e � � � 	 � � 8�9 J]`�K 
�� � ��

% jan � a�j � e

�
� �	�� ;	��b , ��!> �� N �	.�!�� �(� *j�an � bn�� �a� � b��j � e �-� S	�.

n

www.mohandesyar.com



g����� Q
B� �%�&��. ����� ��.!� ���'�� n � N ��C�� %� �- jbn � b�j � e

�

j�an � bn�� �a� � b��j � j�an � a�� � �bn � b��j

� jan � a�j� jbn � b�j

� e

�
� e

�
� e

� �-��� S	� . n � N� � ���� �!�% N� ���� � e
�
� � ��� � �an �� a� � �S .O C� � `%

S	�. n � N� � ���� �!�% N� ���� � e
�
� � ���� �bn �� b� � �S.O C� I	. % �jan � a�j � e

�

*�!��� 62�� �X. ��!� S	�. �N � maxfN�� N�g;�9�( �� VD *jbn � b�j � e

�
�-���

�-� S	�. n � N � �	���� !S�&� ��!> �� N ���� ���� e � � ���� I	. �S��� �� J3K

�(��1 � jbn�b�j % jan�a�j@	�� %� �� janbn�a�b�j ;�G�1 F�,�� �S��� �� *janbn�a�b�j � e

anbn� anb
�� a�bn� a�b� �� @1� ����� �an� a���bn� b�� 3�462�� Pf B� �@&	. J]`�K @�&'

*�!��� �-�s 
�� %� ;�� H!�S� �anbn � a�b� 64�#, ��� � % ���� �!�% ���C b 
�� %� /O �� �

g�	���� ���#�1� ��C ���� ��� C�

K � � ���� ��L.O �cn �� c� % ���� F
�T� ����� C� ��L�- ��`��.� �cn� ��(�- 
�� �	���

*J@1� ����� ��L�- `��.� �- ��P�2� � ��K n �- ���� jcnj � K % jc�j � K � ���� �!�%

N ���� �����L�- ]��+, 5�> *���	(�� �X. �� < H�+� � �!( N� c� $!� 
	�� �����

� ���C jcnj � jc�j� � ����� n � N ���� ;������� *jcn� c�j � � ����� n � N ���� � ���� �!�%

�-���� ���+, ;	� �� $�� *���� � C� jc�j� � C� �����I. ���� c� $!� < H�+� �!( 6G�� b ��. �-

:���. R � �� � � �".O ;��,�%� b 
2�9 ����&- �!( /%�	� �� � �N 
��� C� 6�' �`��.� !d�

� *@1� �X. ��!� ��� K � maxfR� jc�j� �g ��!2 ;�� �� *�	-���

��! 2  � �� anbn � a�b� ��� � � *� ��� (� � C� � ���I ( C� J3K @ � & ' �� � t�  � /! � ��

g����� VD *�	&�!.�� anbn � anb
� � anb

� � a�b�

janbn � a�b�j � janbn � anb
�j� janb

� � a�b�j

� janjjbn � b�j� jb�jjan � a�j

����� �!�% b� % �bn� ���� K� �.��� I	. % �a� % �an� b `�� .� ���� K� �.��� �pmn �` 5�> $��

u

www.mohandesyar.com



gVD

janbn � a�b�j � K�jbn � b�j�K�jan � a�j JeK

� ���� n � N� ��� �  � ���� �! �% N� ��� � � e

�K�

� � ��� � �an �� a�  � � S .O C�

n � N� ���� � ���� �!�% N� � e

�K�

� � � �-��� S	�. bn �� b� I	. % �jan � a�j � e

�K�

% �.��� '� � �%�&�� . %� �- n � N ���� �N � maxfN�� N�g ;�9�( � � *jbn� b�j � e

�K�

�����

*janbn � a�b�j � e � �!��� S	�.

3�462�� ���� J3K ��� C� % �

bn
�� �

b�
�	-� /�=. @1� �9�� �an

bn
�� a

�

b�
���t� ���� JUK

g@1� C�	. ��!� �
�' �` W!�+� % ��=� ���� �` N� I	. �S��� �� *�	�� ���#�1� an � �bn
��L.O �b� �� � % bn �� b� � ���� �#2�. F
�T� ����� C� ��`��.� �bn� ��(�- 
�� �����

*n �- ���� jbnj � k % jb�j � k � ���� �!�% k � � ����

�X. �� �� b� I��� � �
�
jb�j H�+� � �!( �(� *���� ���' � C� jb�j @�B� b 
2�9 �� b� b ��. 
�����

��� � jbnj � jb�j
�

VD �jbn � b�j � jb�j
�

�n � N ��� �  � ���� �!�% N �bn �� b� /!7 �� �� 	L �

�n � N ���� ��+� ������ �!( ;�� U��G �� @1� ;��� � `��.� !d� �-���� ���+, ���� *n� N

:���. r � �� 
2�9 ;�� *���� �� � C� ;��� @�B� b 
2�9 ;����7!� ��� ����&- �#2 �	[ �- /!7

� *@1� �X. ��!� k ��� minfr� jb
�j
�
g $�� *�	-���

*���� ��� ���� e � � �	�� 8�9 * �
bn
�� �

b�
�	�� @��t �	-�!G�� �����(�� C�� JUK ���t� �

g�	&�!.��

j �
bn
� �

b�
j � jbn�b�j

jbnjjb�j

� jbn�b�j

k�
Jnmn �` 5�>K

JjK

VD �jbn � b�j � ek� �-��� S	�. n � N � N ���� �!�% �ek� � � ���� �bn �� b� /!7 $��

� *j �
bn
� �

b�
j � e ����� n � N ����

% a � a��a�a�a� � � � �� � %� @ � & 'U�� G % 3� 462� �  � 1� ? � ��� � �E 	 ,� , ; �� �

��� ���#�1� b� b��b� � � � bn % a � a��a� � � �an b �!�T� ��-E���, C� /�!,�� b� b��b�b�b� � � �

v

www.mohandesyar.com



�%�# , @�&'U��G % 3�462�� ��!� �� ��� *�� �����I . a � b �+'�% �����  � n :��I9� � � %

I	�� C� �+� �'� n C� VD N� �- b % a �(� � ����� H!�S� ��!� �� *���� �!�% H!�S� �� ������

��!� �� *����� 7 b % a ����� ���� C� 6��&� �@&	. ��=	� �

��n
C� H!�S� ���G ��.!� �!�T�

a � a��a� � � �an �(� � ��+� ;��� ��� ���2 �"��=�  ���� /�!,��. @�&'U��G % 3�462��

%K 3�462�� q��?.� ��.!� �9�( �X. �� b % a b �!�T� ��-E���, /�!�� � b � b��b� � � �bn%

% a �bC��.� � �
� �@&	. �&��% n � F�9 JE	,�, � �a
b
%K ab C� ��� %� ;�� JE	,�, � �@�&'U��G

g����� JeK 5�> �J3K lmn ���t� �� Pf B� *@��� �-�!G �L�&� I	. b

janbn � a�b�j � K�jbn � b�j�K�jan � a�j

*@1� �bn� b `�� .� ���� ��Y�� /��� N� K� % �an� b `�� .� ���� ��Y�� /��� N� K� �S��� �� �

% ���� 3�T�.� N7!� �f�1���� �� jbn� b�j ���� ����� c�I� @�&. � �- an 5
����' �(� E	,�, ;���

�!, ��C ��-$�B� � *�!� 62�� �X. ��!� @'� �, �jan� a�j �� ���� �� �- bn ���� �!> ;	�-

*�	��

���� ��
��

�� n � 	 -�! G� � *� .��� � ���� b � ��s�s�s� � � � % a � ��	�r�r�r� � � � �� � %� �������

3�462�� C� bn � ��s� � � �sn % an � ��	�r� � � �rn 3�462�� q��?.� � �	�� ��	�G� ��!>

5�> VD �jbn � b�j � ���n % jan � a�j � ���n ����� n ;	�7 ���� *���� ���� C� ���7!� ab

gJeK

janbn � abj � �K� �K����
�n

VD �@9�( �X. �� �!�T� ��-`��.� ���� ��Y�� /��� /�!�� � �� K� � � % K� � ��� /�!,��

���� C� ���7!� FG ;�� �	-�!T� �(� *@1� ��
�����n C� ���7!� Y�� �%�&��. @1�� q�>

b % a C� N� �- �(� E	,�, ;��� *�����. ��� n� 	 �`% �
� � ��� ���C ����� ��� n� � �����

w

www.mohandesyar.com



3�462�� C� �!�T� ��� %� 3�462�� q��?.� ��.!� �!�T� I	�� C� VD �'� @=- C� VD

*�!� �-�!G ���� C� ���7!� �+'�%

n C� VD �� ��� ;�� �(� *���	(�� �X. �� �� b� ������
�

�


 � � � ��� �������

� �	�� ��	�G� ��!> �� n �	-�!G�� *�	-��� :���. bn � �� E���, *�	�� �!�T� I	�� C� �+� �'�

g����� nmn ���t� �� JjK �%�&��. 5�> *���� ���� C� ���7!� �

b
�� �

bn
qP�G�

j
�

bn
�
�

b
j �

�

k�
jbn � bj

��	�G� ������ ����� �� k �	.�!,�� �S��� �� *jb�j � k % jbnj � k � @1� ���� k � � /O �� �

VD � �
k�

� ��� % ��������� � ���� ����� ������ � ��� � ;�� � �!, �� % �	��

j
�

bn
�
�

b
j � �����jbn� b�j

����� ���� C� ���7!� jbn � b�j � @1� �9�� ����� ���� C� ���7!� @1�� q�> ���� ����

;	��� �� �1�?� *@��� �-�!G ���� C� ���7!� �9��?.� b�� C� ������
� W!�+� ;�������

g� �-��� /�=. �!' @�&. � 3�&�

�������
�

�


��� � �������
�
�

�������
���� � �����������

*������ ���7!� ���� C� � @1� �����
���� ����� ��� %� ;�� qP�G�

<x

www.mohandesyar.com


