
��� �����

�������� 	
�� � ������ �b ��� � �� �� ����� ���� �b �� ���� �� ��  �!�� ���� ����
 "!
 ��

#��
 $��%� ��& �
 '(�� 	
�� ������ �
 ���� )�� �)���*��+�����,-� �
 .��� /� $!���0��

�� (�� 1�� �!��2 .��� /� #"� " ������ #"� y ��!�� 34�5� $6!7 6��� �b ��� ��+� ����

 �,� 87�� �� (�� �-�9& '!,��� 3�� �5: �
 ;�x���x� !,���< =>�?� (>�� �
 34�5� )��

� �@�� �A��-� �� (��� /� #��
 y �b 9��B� �1  �,� 6��5��� 	
�� ��!�� C���� #��
 �*��+� )�� ��

��� C���� $!7�
 �������� ��� �b ,��� �� a ��"�� �b ��� �� f 	
�� �0� '(�� 6��� ���D
 #��� ����

 ����� 8���� ��� E��: �
 �� a �*��+� �� f ��!��

f�a� h� � f�a� � f ��a�h ;F<

E��: �
 ;F< $f�a � h�� f�a� � �y " h � �x )�7�� �


�y � f ��a��x ;G<

$ ���H
 �x 6b��!���
 �� $dx �,-� $��� C���� ��I�� ��� �0� $J���C�K ���� �
 '��7�� ��7�� +��

!�2�� �� ��� E��: �
 ;G<

Dy � dy ;L<

'!���� �,-� � ��� �� $!�,� �����
 K�
 E��: �� �� � �� �
 (�� )*�� ��0���0 ��H�7�� ��

' �,��� �M��� ���9��B� N�O� !,1

F

www.mohandesyar.com



'!�,� �M��� �

q
�����#��
 �9���� #��!�� �� ����

Pf�x� � �
p
x �Q,�� �� Rf O� $ �,� �M��� �S� ���� �b 9��B� C��,� �-
�� !��
 3��D� T�� )�� ��

�� $!7�
 6��� $f�a��,-� $	
�� ��!�� �b 9��B� �2 #��
 �� �9��B� ���� ��I�� ��+� $a#�!> JU�

)�!
 'h� ����� �Q,�� �� $ ���H
 a �!> " 6!7 6��� �!> 34�5� �
��
 �� h 6��K�
 " Pa� � �Q,��

!�2�� �� ��� 3*7 �
 �Q,�� �� ;F< C���� C����

�

q
����� � �

p
�� f ���� � �������

 ���� " f ���� � �

�
J� $f ��x� � �

�
x�

�

�  ���� f�x� � x
�

� �� #��0���� �


�

q
����� � �� �

�

�
�������� � �����

#�,9�  ����� ���� 'sin� � � $������ CDV�
 $j�j1�� ������ #��
 �� ��7�� ��50 �� ����

f�a� � �J� $a � � " $f ��x� � cosxJ� $f�x� � sin x  �D����� '(�� ��� C���� $�>�� )��

 ���� ;F< �� h #�@ �
 � �������% �
 )���
�,
 'f ��a� � � "

sin � � �� � � � � �

6!>�% T�-7 " �������� GW �2 T�5��� ��  ���0�� �S� �� �� F 3*7 �9& 3*7 =�% X�Y �� ����

���%  M�% #����� �� �"�Z� ��B� " )���� �� �2 .�b� �� ��[�0 ���% #��& " (�� �������� FW �2

#��� �
 �������� \ �
��
 =�% .�b� �� ]2 T�5��� " (�� 6!7 ��Z�� X�Y )�� �� ]2 #��!�� '����

T�5��� .��� �
 �� X�Y )�� �� ��@�� ]2  QV �0� '(�� 6!7 #��06��!�� �������� ���� )*��

^(�� �!%�1 �O��!V  QV �9��B� �� )*�� #��� $ �,� �9��B� 6!7 #��06��!��

 ���� ��_`O� � 
��� �� $ ��� 8��� � r �
 �� ]2 a�� T�-7 " h �
 �� ]2 a�� T�5 ��� �0�

 ���� $ ��� 8���� V �
 �� ]2  QV �0� N�V 'r � h
�

V �
�

��
h�

G

www.mohandesyar.com



�� ��7�� �Q��� #��0���� �

dV

dh
�

�

�
h�

 ���� ;G< �� 6��5��� �


�V � �
�

�
������h � ������h�

)���
�,
 $j�hj � ��� �,-� $(�� 6!7 c�[ �������� ���� ]2 a�� T�5��� �b 9��B� #���

'(�� ��*1�� C-*� �������� GdeL �f�"!V �,-� �

��
� �� �f�"!V j�V j

#��(%� �@�� =`�Z� #����
��� �� �� ���� ��� ��`� #"!
 ��`> �S� �� !��
 �� K�
 #��N�O�

�Q,� (�� )*�� �H�� #��
��� �� (�� �,�[���� ��
��� � �� �� �9���� " (�� �S� ���� E"�5��

+�� ��� �"!V )��Z� #��
 �`�> #�6!>�% !��
 C���� g"� �� #��
 '��7 N�9% 3
�%��h #����� �


�� ' �
�� (�� C���� g"� ���
 N�9% 3
�% ���� �� �
����� � �
  �����
 �2 �� �
 �� ��7 �M���

�4�V N�V �� �A" ([��  ����� (�� ��� )��Z� #��
 �7"� )�,1 �
 #�"� �
 ��� C���� ����

�`�� #��� �� ��!,���� #���
�4 C`h� �`�> �S� �� ��  �,��� i��� �� ��9D� #���� T�4��

��� �0� C���� )�!
 '��7�� =��-� �-%�" ��!�� �
 ��� (9D� �
��
 ���� ���� $�`� ��& �
 '(��
�x
x
�9D� #��� $ �,� c�[ ��I�� x ��!�� #��06��!�� �� ��� ���,> �
 �� $�x�,-� $��I�� 1��

'��7�� �y
y
$	
�� ��!�� #��
 �Y�,�� �9D� #��� +�� " $��
 !����

#��06��!�� !:�� � �O��!V �9D� #��� �
 �������� \ ]2 T�5��� �0� $K�
 L N�O� �� �	 ����

^(D�1 �Y�,��  QV �b 9��B� �� 3:�V �9D� #��� �O��!V $!7�
 6!7

 ��7�� ' ���"2 (���
 j�V
V
j #��
 ��K�
 ����  ������� " j�h

h
j � �

���
 ���� �Q,�� ��

�V � f ��a��h

��7�� �Q��� V �
 ����  �D�� �


�V

V
� �

�

�
h��

�h
�
��
h�

� �
�h

h

L

www.mohandesyar.com



'(�� !:�� L �O��!V  QV �b 9��B� �� �Y�,�� �9D� #��� �,-� $j�V
V
j � �

���
)���
�,


'(�� (
�j k �2 �� �� y � kxn !�,� c�[ '���  ��-� E��: )�� �
 ������ �� K�
 N�O� �
 ����

y �b 9��B� �� �9D� #��� �O��!V $!7�
 !:�� r�9D� #��� �O��!V x#��06��!�� �� �9��B� �� �0�

^(D�1

J� $ dy
dx

� nkxn��  ����

�y � nkxn���x

�y
y
� nkxn��

kxn
�x � n�x

x

�
��
 n �f�"!V y �� �9D� #��� !7�
 x(��� k� lln ���� �
 C��,�� y(��� �0� C���� )�!


#��� �
 a 	`4 �
 �-
�� '!�,� �@�� �,��� )�� �� �,72 N�O� � �
 '��
 !���� x �� �9D� #���

' ��+
 )��Z� �� 	
�� (V�D� �b 9��B� �� m��V �A���V� #���  ������� '(�� 6!7 6��� �h

 ����

�a� h�� � a� � ��ah� h�

h� '��7�� ��`� ��S�X�: 3
�%� Kf ��-� " (�� ��*1�� ���D
 �D���� �� h� $!7�
 1�� h �0�

 ���� )���
�,
 '(�� G 3*7 �� 6�� ��7�� 1�� �b7�0 (V�D� �
��


�a� h�� � a� � ��ah

a� �
  �D�� �
 $��7�� 3:�V f�x� � x� 	
�� ��� C���� �� �� (�� #��Q��� �
��
 �f��%� )��

!�2�� (���
 ��� �Q���
�a� h�� � a�

a�
� ��h

a

�b 9��B� �� �9D� #��� n1 X�& " (�� 	
�� 	`4 N�& �b 9��B� �� �9D� #��� h
a
�Q,�� ��

'	
�� (V�D�

o

www.mohandesyar.com



#�������� �� ��� C���� �b ���� ��p1 ' �������� ��� C���� �� ��� )��Z� ����
 �
 ��,��

'!���H
 �S� �� �� L 3*7

" .��� /� )�
 �b `:�[ $!7�
 ��*1�� jhj �1 �� �� ��7�� 6!���� i�4" �
 ����� ��� ��

�� ;�< " ;q< �
 �� � �� ;]< " ;=A�< #��3*7 ���� �� #�H�� E"�5� '(�� ��*1�� 	
�� ������

XR��� �,-� $��� ��+�� $;]< " ;=A�< #��3*7 �� jhj !7� �
 �� (�� )�� ���� ��@" �H�� #��

" ;q< #��3*7 �� �� �A�V �� !
���� 8��+[� E!7 �
 $��� C���� " 	
�� ������ ���� y ��!��

�
 ��+� �a� f�a�� (9D� #���� �b `:�[ �� ������ ;�< " ;q< �� '(�� !,� (9D� �
 ��� ��� $;�<

'(�� !�!7 ���D
 ����
 (���� �� ������ X��B�� $;]< " ;=A�< �� �� �A�V �� !����� (��� /�

����� �� f 	
��  �,� c�[ �0� ^��� #!,
E��: �4��� E��: �
 �� E"�5� )�� ������ ���H1

�� ������ ���� �b �� �� 	
�� �
 .��� /� �,-� $(�� �������� $a N�V #�6��
 ��  �(�� �� $�,���

#��3*7 �� .��� C�7 ��  �,��� 6!���� 6�H�2 $���� ��@" �a� f�a�� �
 ��+� ����  �(��

#!,� ���I� r,�2 .��� C�7 ;�< " ;q< #��3*7 �� �� �A�V �� !,��� ���I� �f-��� ;]< " ;=A�<

	
�� ���� ���I� r,�2 ;]< " ;=A�< #��3*7 �� J� $(�� 	
�� ���� �
��
 .��� C�7 �A" '����

'!7�
�� 1�� ���� ���I� r,�2 ;�< " ;q< #��3*7 �� �� �A�V �� $(�� s�+
 �`���!% ��

�������� ��� 	
�� )�� �0� " $ ���H
 �S� �� 	
�� � ���,> �
 �� $f � �,-� $f 	
�� ���� �0� )���
�,


6b!,������ !��
 f � ���� 6b��!�� $��7�� 6!�Q,� ���� �`��" �
 ���I� r,�2 �� �Q�2 �� $!7�


�f k"� ����� $!,���� 8���� f �� �
 �� �� f � ���� $!7�
 (��� /� � �� ������ X��B�� E!7

t �,��� ����
 �� ��%� =��-� ��� �� '!,�����

�,-� $(�� �������� S �� S� #��>��Q���� ���� �� f " (�� 	
�� � f � S �� R �����

��7�� ��@" a �b ��� �� f � ���� �0� $S� �� a ��"�� �b ��� #��
 '(�� 6!7 =��-� $f � � S� �� R

' ����� 8���� f ���a� �
 " 6!���� a 	b�
� �� f �� ���� �� �2 $!7�


6��� 8���� d�y
dx�

�f��u��� �� d
dx
� dy
dx
� �
 f ���x� $J���C�K #���0���� �� $y � f�x�  �D��,
 �0�

'��7��

v

www.mohandesyar.com



' �,� �M��� ��� C���� #��� #��
 �,��Z� $f k"� ���� �� �
  ������� ��,��

�b ��� 3��7 ��
 6b��
 � �� f � S �� R	
�� !�,� c�[ ���� ����� ���� ������ �����

!7�
 6��
 )�� �� a � h �b��� �0� E��: )�� �� '(�� k"� " N"� �b 9��� #������ #���� S �� a ��"��

 ����

f�a� h�� 	f�a� � f ��a�h
 �
�

�
f ���c�h� ;o<

'(�� a � h " a )�
 #����� c �2 �� ��

#��� $!7�
 ��*1�� jhj �!% �� X�& � �� '(�� ��0��� �� E���S��� �
  *V )�� �� !�,� �@��

6b��!�� �H�� �[�& �� " $;(�� C��,�� h �"�Q� �
 ;o< (��� X�& 	%�" ��< (�� ��*1�� 6�S�,�

�� �� (�� �,-� )�!
 h �"�Q� ��pY '����H
 �j� ��� ��!�� �
 !������ a� h " a )�
 k"� ����

�� (7�� ��S��� ������ $��7 ����%� ���>�  %� � a #��06��!�� �0� #���>� �D����!> #�,9�

�
 ;o< (��� X�& $ �,� 6��5��� h
��

�� h#�@ �
 �0� ���� !
�� 8��� ���>�  %� "� �� �9��B� #���

#��
 )�H���� �b �?% #���� 	%�" �� �2  *V �� !��  ����� GwFx E�9j� �� '!7 !����  �D�� FWW

�� ������ �M��� �
 )�H���� �b �?% E�9j� �� (�-9� �
 �� E�9j� 	%�" �� '(�� �������� ��
"� #��	
��

'!7 !���� T"�7 N� �b �?%

#���� �- 
� � f � I �� R $(�� �� 
 6b�� 
  � I ���� �  ! � �"� # �$ %b �&' ��  �(� �����

)�� �� 'f ��a� � � " f�a� � f�b� � � $a � b �� I �b��� "� b " a $I �� k"� " N"� �b 9��� #������

'f ���c� � � �� $a � c � b $���� ��@" c #����� E��:

$a � c� � b $���� ��@" c� #����� J� $(�� ���%�
 	a� b
#��
 N��-� N� �b �?% /���7 �)�(�#

'f ��c�� � � ��

$f ��a� � f ��c�� � � �� ���� ��7�� ���%�
 	a� c�
 �� f � 	
�� #��
 �A��-� N� �b �?% /���7 N�V

� 'f ���c� � �f ����c� � � �� $a � c � c� ���� ��@" c #����� J�

\

www.mohandesyar.com



#���� �-
�� f � I �� R $(�� ��
 6b��
 � I ���� � !� �"�# ��*+��� %b �&' �� �(� �	���

$���� ��@" c #����� E��: )�� �� 'a � b �� I �b �� � " b " a $I �� k"� " N"� �b 9 ��� #������

t�� $a � c � b

f�b�� 	f�a� � f ��a��b� a�
 �
�

�
f ���c��b� a�� ;v<

(B: $owFx E�9j� �� J� " ��7�� 3�!9� ;o< �
 ;v< $b� a � h  ��� ���% �0� �� !�,� �@��

'��7�� �Q��� +�� GwFx

' �,��� 3�> $ ��[�0 �Q��� �� )�H���� �b �?% $�A��-� N� �b �?% �� �� #�6��7 �
��� �	�� )�(�#

�� 34�5� ��  �!�� y � f�x� �� �b� f�b�� �
 �a� f�a�� �� 3:�" /� y ��!�� ����  � �
 �Q�2 ��

34�5� )�� $!7�
 f ��a� �
��
 (D�� k�K y�[ (��� /� C�7 ��1 �Q,�� �� '!,��� y!: N� �b �?%

	
�� �� ��6!�z�� �@�� � �-
�� )���
�,
 '!,���� 6��"2�
 �� #��h2 �b��� �� ���� #��
 k�K ��7

�
 �
��
 �2 ���� ��!�� " 	
�� ��!�� a �b��� �� ��  �,� �Q�D@ !��
 ;(��� /� ������ �
< � �@��

� ��7 �� )�� ���� 6��"2�
 #��
 'f�b� �
��
 	
�� ��!�� $b �b ��� �� " $!,7�
 f ��a� " f�a�C����

t!���H
 �S� �� �� ��� �*�� �-
�� '!,��� (��5� G �@�� 	
��

��x� � A� B�x� a� � C�x� a��

t��7�� 3:�V  ���H
 ���� � �� ��
 � �0� 'A � f�a�  �7�
 ��7�� !��
 $��a� � f�a� �*,�� #��


���x� � B � �C�x� a�

J� $B � f ��a�  �7�
 ��7�� !��
 $���a� � f ��a� �*,�� #��


��x� � f�a� � f ��a��x� a� � C�x� a�� ;\<

t �,��� 6��5��� ��b� � f�b� ��7 �� $C C��4 )��-� #��


f�b� � f�a� � f ��a��b� a� � C�b� a��

x

www.mohandesyar.com



��

C �
f�b�� 	f�a� � f ��a��b� a�


�b� a��
;x<

t!,��� y!: ��� /���7 �� ;\< �� � 	
�� $C #��
 ��!�� )�� �
 C���� )�!


��a� � f�a� � ���a� � f ��a� � ��b� � f�b� ;e<

E��: �
 �� g 	
�� N�V

g�x� � f�x�� ��x�

�� ��7�� �Q��� ;e< �� ' �,��� =��-�

g�a� � g�b� � � � g��a� � �

t�A" $g���c� � � �� $a � c � b $���� ��@" c #����� ;LwFx< �9& )���
�,


g���c� � f ���c�� �C � �

��

f ���c� � ���
f�b�� 	f�a� � f ��a��b� a�


�b� a��

� '��7�� �Q��� ;v<  *V )���" ll )�[�& �
 "

N���[ �,-� $��� C���� #��� )��Z� $!7 6��7� ����
 �M��� �� 39% �� ��& ���� C���� )�!


'!��7�� �Q��� owFx �� GwFx 6��+0 " ;o<

N�O� )�� �� ' �,��� ����
  ���"2 F N�O� �� �� �� �

q
����� � ����� ��� C���� �, ����

GwFx �9& )���
�,
 'f ���x� � ��

�
x�

�

� " f ��x� � �

�
x�

�

� J� $f�x� � �
p
x  ��7��

�

q
������ ����� � �

�

�
����

�
�
�

c
�

�

�
��

����
�� ;{<

e

www.mohandesyar.com



!�� 9 � Kf �:� " !����� c ���� �� #����%� TR&� GwFx '(�� FdWFG " F )�
 c �Q, �� �� ��

)�� ��"+[� �
 E��: )�� �� ���� ��"2 (���
 (%� " ��V�� �
 �� ��� ��+�� ����
 �� (7�� ��S���

� � �"!V )�[�� (�� ]�`�� �Q,�� �� �z�2 '!�2�� (���
 ��%� ��!�� $�9���� ��!�� �
 ��!��

��  ���"2 (���
 ��� #��
 ��K�
 �����  ����� 
 �0� '(���� �`���!% #��
 ��K�
 ���� �

��1 �Q,�� �� '(�� �,�[���� +�� 6!7 i��� C���� $!7�
 N�9% 3
�% �S� ���� |�� ��
��� ��

(��� X�& �`���!% $c � � ���� ���% � 
 $(�� ;{< (��� X�& q�Z� �� c " � � c � �����

t!���� (���
 ��� �`���!% #��
 ��K�
 ���� � ;{<

j �
q
������ �����j � ��

���

���� !�"� 6!>�% �� �0� '(�� N�9% 3
�% K�
 C���� $!7�
 �S� ���� ���� (%� Rf O� �0� )���
�,


� �
 �9��B� '(�� (��� ���>�  %� ��p1 �� FdWWoW C���� $ ��
���

� �

�
���� ��1 $ �,� 6��5���

���>� �� J�  %� ��p1 �
 �0� �� �

q
����� � ��������� !���� #�% (9D� �
 ]�DV )�7��

'!���� FdWWoW ���� �
 ��7 !�"�

�H���� ;{< (��� X�& �5,� (�R> �*,�� N"� '(�� k�K K�
 N�O� ���� �� ��*� "� �*� ��}

� 5 , � ( �R> � 
 � @� � � 
 	 %�" �� '(�� � � 0�+ 
 � - %�" ��! � � �� FdWWo C �� � � � � (�� ) ��

6����� 	
�� ������ ;o< �9& " �

�
f ���c�h� � � ��  �,��� 6!���� $x � � #��
 f ���x� � ��

�
x�

�

�

';v 3*7< ���� ���% .��� /� ���

(�� )�� ��7�� 6!���� $x � � $f�x� � x
�

� 	
�� ������ +�� " f ���x� � ��

�
x�

�

� �� �� k"� ��*�

��%" !,��� 3�� �5: �
 jf ���x�j �� �A�V �� $x �� �� ��%" !,��� 3�� �� �
 jf ���x�j ��

��%" ������ �
 .��� /� C�7 �� ��7�� ���Y E��: )�� �
 ��*� )�� ������ �� 'x �� ��

)���
�,
 '(�� ��!,� ���D
 x�� �� ��%" C�7 ���I� �� �A�V �� !,��� ���I� E!7 �
 x�� ��

$!���� (���
 �
p
�� h #��
 a � � �b��� �� ��� C���� �� #��!�� Rf O� �� (7�� ��S��� ������

�9���� ��!�� h � ���� #��
 Rf O� '!7�
 jhj ���� �
 h � � �� ����%� h � � #��
 $� � h
�
�,-�

#�% (9D� �
 ]�DV )�7��< (�� (��� ���� !�"� �
 ���>�  %� "� �� �� !�2�� (���
 FdWx

{

www.mohandesyar.com



#��
 �� (�� �A�V �� )�� ';��7�� 3�!9� FdWx �
 ���� !�"� �
 �� !���� �� FdW\v\ ��!��

 %� "� �� Wd{GooL E��: �
 ]�DV )�7�� /��� 6!7 �M��� ��!�� �
 Wd{L C���� h� �����

#��
 '��7�� � �8V�[ E"�5� ��0�+ 
 jhj#��
 '���! � (�
��� $���� !�"� �� J� $���>� �� J�

�f�"!V ]�DV )�7�� FdGv{{GF ��!�� �
 � � �

�
� �������� ��� C���� XR��� $h � �

�

�
� �������� $W �-%�" ��!�� �
 �

�
��� C���� $h� �� #��
 �� �A�V �� (�� WdWxLoFG

'���� XR���

FW

www.mohandesyar.com


